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本讲内容

频谱视角
梯度法在不同特征方向上的动力学

惯性与加速
Heavy-ball 与 Nesterov 方法

性能估计
Performance estimation problem

大步长序列
Chebyshev 与 Silver stepsizes

随机优化
SGD、mini-batch、平均与 SVRG

延伸
Proximal/FISTA、CG、adaptive methods

两组贯穿实验分别比较确定性方法与随机方法；所有参数和随机种子在讲义末尾给出。

本讲结构；与 Lecture 03 的梯度法和预条件部分衔接
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两条分析主线

确定性一阶方法
每次可获得完整梯度 ∇f(x(k))。主要问题是

曲率差异如何影响收敛？

频谱、多项式和最坏情形分析提供统一语言。

GD HB / NAG 长步长序列

随机一阶方法
每次只能获得随机估计 ĝ(k)，满足

E[ĝ(k) | x(k)] = ∇F (x(k)).

计算预算、方差和步长必须同时考虑。

SGD mini-batch SVRG

随机优化改变了信息模型（oracle model），不能只把它理解为“梯度法换了一个参数”。

Robbins & Monro (1951); Nesterov (1983); Polyak (1964)
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

01
梯度下降的频谱视角



函数类与条件数
设 f : Rn → R 可微，且 0 ≤ m ≤ M。若对任意 x,y 有

f(y) ≤ f(x) + ⟨∇f(x),y − x⟩+ M

2
∥y − x∥22 ,

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x),y − x⟩+ m

2
∥y − x∥22 ,

则称 f ∈ Fm,M。当 m > 0 时，定义条件数

κ =
M

m
.

若最优解存在，沿用 Lecture 03 的记号

x⋆ ∈ arg min f, p⋆ = f(x⋆).

M 控制局部变化
梯度不可能比 M 所允许的速度变化得更快；1/M
因此成为自然的步长尺度。

m控制全局曲率
强凸性排除过于平坦的方向；κ 衡量曲率最大与曲
率最小方向之间的差距。

Nesterov, Introductory Lectures on Convex Optimization, Chapters 2–3
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二次型是频谱显微镜
考虑

f(x) =
1

2
x⊤Qx− b⊤x, Q ≻ 0, x⋆ = Q−1b.

令误差 e(k) = x(k) − x⋆，梯度下降 x(k+1) = x(k) − t∇f(x(k)) 化为

e(k+1) = (I − tQ)e(k).

若 Q = V diag(λ1, . . . , λn)V
⊤，则

e(k) =

n∑
i=1

c
(k)
i vi, c

(k+1)
i = (1− tλi)c

(k)
i .

解释
每个特征方向独立演化。算法需要用同一个 t
同时处理整个谱区间 [m,M ]。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2; quadratic convergence analysis
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特征方向的衰减因子

λ

1 − tλ

m = 1

M = 100

t = 2/(M + m)

同一条直线必须控制全部特征值

|1 − tλ| 越小，该特征方向衰减越快。
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特征方向的衰减因子

λ

1 − tλ

m = 1

M = 100

t = 2/(M + m)

同一条直线必须控制全部特征值

|1 − tλ| 越小，该特征方向衰减越快。

二次型谱分解；图示取 m = 1,M = 100，纵坐标为无量纲衰减因子
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步长的两个边界
对 M-smooth 凸函数，descent lemma 给出

f(x− t∇f(x)) ≤ f(x)− t

(
1− Mt

2

)
∥∇f(x)∥22 .

0 1/M 2/M

常用范围
单步下降清楚

仍可下降
常伴随振荡

二次型上
最陡方向失稳

1/M 是标准安全尺度；2/M 是上式中下降系数保持为正的边界，在 SPD 二次型上也正好是固定步长的谱
稳定边界。

Descent lemma; quadratic stability condition ρ(I − tQ) < 1
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最优固定步长
在 Q 的谱位于 [m,M ] 时，最坏方向的误差因子为

ρ(t) = max
λ∈[m,M ]

|1− tλ|.

最小化这个上包络，需要让区间两端等幅反号：

1− tm = −(1− tM).

因此

t⋆ =
2

M +m
, ρ⋆ =

M −m

M +m
=

κ− 1

κ+ 1
.

含义
当 κ ≫ 1 时，ρ⋆ ≈ 1− 2/κ。即使固定步长已经最优，病态问题仍需要 O(κ log(1/ε)) 次迭代。

Polyak (1964); standard minimax analysis for SPD quadratics
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实验 A：病态二次问题
数值比较使用

f(x) =
1

2

60∑
i=1

λix
2
i , λi 在 [1, 1000] 上按对数均匀分布.

初值取 x
(0)
i ∝ 1/

√
λi，使每个特征方向的初始目标值贡献相同。

问题参数

m = 1, M = 1000, κ = 1000.

所有方法从同一个 x(0) 出发，每次迭代调用一次
完整梯度。

比较指标

f(x(k))− p⋆

f(x(0))− p⋆
.

半对数坐标展示数量级；另行记录目标值是否出现暂
时上升。

数据由随讲义提供的脚本生成，未使用人工平滑或手工修改曲线。

自编可复现实验；first-order-data/generate_first_order_data.py
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固定步长的数值比较

0 50 100 150 200 250 300
10−2

10−1

100

迭代次数 k

相
对

目
标

间
隙

t = 1/M

t = 2/(M + m)

达到 10−2

1/M 923
2/(M +m) 508

最优固定步长改善了最坏方
向，却没有改变对 κ 的线性
依赖。

自编数值实验；n = 60, κ = 1000
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二维轨迹与锯齿

−2 2−0.2

0.2

x⋆

x1

x2

0 5 10 15
−1

−0.5

0

0.5

1

迭代次数 k

归
一

化
分

量 x
(k)
1 /x

(0)
1

x
(k)
2 /x

(0)
2

这里 Q = diag(1, 100)；上图横纵坐
标使用相同单位长度，并只标出前
10 步。

锯齿的来源
步长接近最优固定值时，高曲率方
向的因子接近 −1，因而每一步都会
换侧；低曲率方向仍缓慢衰减。

自编二维二次例；等比例坐标
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固定步长的结构性限制
m M

小特征值方向
步长相对太小，长期主导误差

大特征值方向
步长稍大就振荡或失稳

固定步长只能选择一条一次多项式 1− tλ。加速方法通过跨迭代组合，构造更有利的高阶多项式。

谱滤波解释；Polyak (1964), Nesterov (1983)
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

02
Heavy-ball 与 Nesterov 加速



Heavy-ball方法
Polyak 的 heavy-ball（HB）方法加入上一步位移：

x(k+1) = x(k) − t∇f(x(k)) + βHB(x
(k) − x(k−1)).

这里 βHB 表示动量系数，与 Lecture 03 回溯线搜索中的缩减因子 β 无关。

x(k−1)

x(k)

x(k) − x(k−1)

−t∇f(x(k))

βHB(x(k) − x(k−1))

x(k+1)

新增状态
HB是二阶递推。当前位置不足以决定下一
步，还需要保存上一位置或速度。

Polyak, “Some Methods of Speeding Up the Convergence of Iteration Methods,”1964
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每个特征方向成为二阶系统
对 f(x) = 1

2
x⊤Qx，在特征值 λ 对应的方向上，HB 满足

c(k+1) = (1 + βHB − tλ)c(k) − βHBc
(k−1).

特征根由
r2 − (1 + βHB − tλ)r + βHB = 0

给出。收敛要求对每个 λ ∈ [m,M ]，两根都位于单位圆内。

实根区间
两个衰减模态叠加；参数改变根的位置和主导时间
尺度。

复根区间
|r| =

√
βHB 时出现振荡衰减；轨迹和目标值可以

暂时上升。

Polyak (1964); scalar characteristic-polynomial analysis

MATH6015 ·一阶优化方法专题 Heavy-ball与 Nesterov加速 15 / 75



HB的二次型最优参数
若 Q ≻ 0 且 σ(Q) ⊆ [m,M ]，经典参数为

tHB =
4

(
√
M +

√
m)2

, βHB =

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)2

.

对应的误差模态渐近收敛因子为

ρHB =
√

βHB =

√
κ− 1√
κ+ 1

≈ 1− 2√
κ
.

适用范围
这个参数公式首先是 SPD 二次型的全局结论，也是一般光滑函数在非退化极小点附近的局部线性化结论。
不能直接把它解释为任意 f ∈ Fm,M 上的统一全局加速保证。

Polyak (1964), DOI: 10.1016/0041-5553(64)90137-5
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HB的暂态振荡

0 20 40 60 80 100 120 140
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GD 最优固定步长
Heavy-ball

HB 的目标值最高达到初值的
2.41 倍，但随后进入明显更
快的衰减阶段。

判读
非单调不等于发散；必须结合
包络和最终指标判断。

实验 A；HB 使用二次型最优参数
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参数失配的代价
对于给定 βHB ∈ [0, 1)，SPD 二次型上一个基本稳定条件是

0 < t <
2(1 + βHB)

M
.

但“稳定”只说明特征根位于单位圆内，并不说明速度接近最优。

M 被低估
实际最大曲率超过模型值时，高曲率方向最先失
稳；动量会放大持续振荡。

m被高估
动量参数过于激进，曲率最小方向的预测不再准确；
暂态可能显著延长。

工程实现通常结合回溯、阻尼、restart 或在线谱估计，而不是永久固定理论参数。

HB scalar recurrence and Jury stability test; quadratic setting
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Nesterov的前瞻梯度
强凸情形的一种常用写法为

y(k) = x(k) + βNAG(x(k) − x(k−1)), x(k+1) = y(k) − 1

M
∇f(y(k)).

x(k−1)

x(k)

βNAG(x(k) − x(k−1))
y(k)

−M−1∇f(y(k))

x(k+1)

HB 在 x(k) 计算梯度；Nesterov 方法在前瞻点 y(k) 计算梯度。这一差异决定了证明结构和稳健性。

MATH6015 ·一阶优化方法专题 Heavy-ball与 Nesterov加速 19 / 75



Nesterov的前瞻梯度
强凸情形的一种常用写法为

y(k) = x(k) + βNAG(x(k) − x(k−1)), x(k+1) = y(k) − 1

M
∇f(y(k)).

x(k−1)

x(k)βNAG(x(k) − x(k−1))
y(k)

−M−1∇f(y(k))

x(k+1)

HB 在 x(k) 计算梯度；Nesterov 方法在前瞻点 y(k) 计算梯度。这一差异决定了证明结构和稳健性。

MATH6015 ·一阶优化方法专题 Heavy-ball与 Nesterov加速 19 / 75



Nesterov的前瞻梯度
强凸情形的一种常用写法为

y(k) = x(k) + βNAG(x(k) − x(k−1)), x(k+1) = y(k) − 1

M
∇f(y(k)).

x(k−1)

x(k)βNAG(x(k) − x(k−1))
y(k)

−M−1∇f(y(k))

x(k+1)

HB 在 x(k) 计算梯度；Nesterov 方法在前瞻点 y(k) 计算梯度。这一差异决定了证明结构和稳健性。

Nesterov, “A Method of Solving a Convex Programming Problem with Convergence RateO(1/k2),”1983
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光滑凸情形的加速梯度
令 θ(0) = 1、y(0) = x(0)。一种标准 fast gradient method（FGM）为

x(k+1) = y(k) − 1

M
∇f(y(k)),

θ(k+1) =
1 +

√
1 + 4(θ(k))2

2
,

y(k+1) = x(k+1) +
θ(k) − 1

θ(k+1)
(x(k+1) − x(k)).

若 f ∈ F0,M 且 x⋆ 存在，则

f(x(k))− p⋆ ≤
2M

∥∥∥x(0) − x⋆
∥∥∥2

2

(k + 1)2
.

复杂度变化
GD 的典型函数值界为 O(1/k)；FGM 达到 O(1/k2)。这不是常数优化，而是阶的改变。

Nesterov (1983); Nesterov, Introductory Lectures, Theorem 2.2.2
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强凸情形的常动量
若 f ∈ Fm,M 且 m > 0，取

t =
1

M
, βNAG =

√
M −

√
m√

M +
√
m

=

√
κ− 1√
κ+ 1

.

典型函数值收敛因子为

f(x(k))− p⋆ ≤ C

(
1−

√
m

M

)k

,

其中 C 由初始状态决定。

梯度下降

O

(
κ log 1

ε

) 加速梯度

O

(√
κ log 1

ε

)

Nesterov (1983, 2004); smooth strongly convex acceleration
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HB与 NAG的模态递推
对特征值 λ，两种方法分别给出

HB: c(k+1) = (1 + βHB − tλ)c(k) − βHBc
(k−1),

NAG: c(k+1) = (1− tλ)(1 + βNAG)c(k) − βNAG(1− tλ)c(k−1).

共同点
都使用两步记忆，把一次多项式滤波扩展为二阶递
推；参数依赖曲率区间。

差别
NAG的两个历史系数都含 1− tλ，反映梯度在前瞻
点计算。

相似的代码形式不意味着相同的动力学或相同的全局保证。

Quadratic-mode recurrences derived from the HB and NAG updates
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确定性方法的数值比较
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GD 1/M GD 2/(M + m)

Heavy-ball Nesterov

实验 A；n = 60,m = 1,M = 1000；相同初值与梯度调用成本
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速度与暂态需要同时报告

方法 达到 10−2 达到 10−4 达到 10−6 最大相对目标值

GD，t = 1/M 923 2864 5018 1.00

GD，t = 2/(M +m) 508 1535 2644 1.00

Heavy-ball 85 128 169 2.41

Nesterov 63 141 219 1.00

HB 在本例的高精度阶段最快，但有明显过冲。 Nesterov方法前期更快，且这组参数下目标值没有
超过初值。

一条曲线不能替代参数、成本和暂态信息。

实验 A；阈值按相对目标间隙首次低于给定值统计
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Restart与阻尼
加速方法可能因参数失配或局部几何变化出现无效振荡。常见修正包括：

函数值 restart

若
f(x(k)) > f(x(k−1)),

则把动量参数重置为零；下一步以 y(k) = x(k) 重
新计算，不再沿用上一段外推状态。

梯度 restart

若 〈
∇f(y(k−1)),x(k) − x(k−1)

〉
> 0,

则动量方向已与下降需求不一致，可重启动量。

Restart 保留一阶计算成本，并减少对 m 精确估计的依赖；它改变的是算法，而不只是停止准则。

O’Donoghue & Candès, “Adaptive Restart for Accelerated Gradient Schemes,”2015
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

03
Performance Estimation Problem



经验曲线与最坏情形
一组数值实验回答

“这个方法在这个问题上表现怎样？”

复杂度分析则希望回答
“在整个函数类上，它最坏能有多差？”

传统证明
选择若干已知不等式，逐步组合，得到一个对所
有问题都成立的上界。证明中的松弛可能累积。

Performance Estimation Problem

把最坏函数、最坏初值和算法轨迹一起作为优化变
量，直接最大化给定性能指标。

PEP 优化的是算法的最坏情形；它不负责求解原来的 min f(x)。

Drori & Teboulle, Mathematical Programming 145 (2014), 451–482

MATH6015 ·一阶优化方法专题 Performance Estimation Problem 27 / 75



PEP的基本形式
固定函数类 F、算法 A、迭代次数 N 与初始半径 R。以最终目标残差为指标，定义

WN (A,F , R) := sup
f,x(0),...,x(N),x⋆

f(x(N))− f(x⋆)

subject to f ∈ F ,

x(k+1) = Ak(x
(0), . . . ,x(k); f0, . . . , fk; g

(0), . . . , g(k)),

x⋆ ∈ arg min f,
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥2

2
≤ R2.

算法求解原问题
对一个固定的 f，算法希望让 f(x(k)) 尽可能小。

PEP评估最坏情形
允许的 f 与初值充当“对手”，使第 N 步误差尽可能
大。

上确界的含义
WN 是对整个函数类都成立的最小统一上界。对本讲的光滑凸函数类，x⋆ ∈ arg min f 等价于
∇f(x⋆) = 0。

Drori & Teboulle (2014), DOI: 10.1007/s10107-013-0653-0
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有限插值条件
PEP 只需要记录 oracle transcript

(x(i), fi, g
(i)), fi = f(x(i)), g(i) = ∇f(x(i)).

一组有限数据可由某个 f ∈ F0,M 插值得到，当且仅当对所有 i, j 有

fi − fj −
〈
g(j),x(i) − x(j)

〉
≥ 1

2M

∥∥∥g(i) − g(j)
∥∥∥2

2
.

左侧同时包含凸性的一阶下界和两个采样点之间的
函数值一致性。

右侧是光滑性带来的额外曲率约束；只写凸性会得
到更大的函数类。

这一步把“所有光滑凸函数”转化为有限个代数不等式。

Taylor, Hendrickx & Glineur, Mathematical Programming 161 (2017), 307–345
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从内积到半正定规划

轨迹数据
x(i), g(i), fi

插值不等式
内积与函数值

Gram 矩阵
Gab = ⟨za, zb⟩

SDP
G ⪰ 0

把 za 取为初始位移和各次梯度后，距离、梯度范数和算法更新中的内积都成为 G 的线性函数。因此这里
讨论的固定系数一阶算法，其 PEP 可化为有限维 semidefinite program（SDP）。

Primal SDP：最坏实例

maximize
G⪰0, {fi}

ΦN .

原始可行解描述一个具体轨迹，最优值给出最坏性
能。

Dual SDP：统一上界

minimize
τ, λ

τR2.

对偶权重组合出 ΦN ≤ τR2 的证明证书。

在强对偶成立时，最坏实例的性能与最小统一上界相等。

Taylor, Hendrickx & Glineur (2017); PEP/SDP reduction
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GD的经典界与紧界

对 f ∈ F0,M、t = 1/M 和
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥
2
≤ R，常见教材证明给出

f(x(N))− p⋆ ≤ MR2

2N
.

PEP 揭示并可证明更紧的最坏情形界

f(x(N))− p⋆ ≤ MR2

4N + 2
.

N 1 2 5 10

经典界 /(MR2) .5000 .2500 .1000 .0500
紧界 /(MR2) .1667 .1000 .0455 .0238

PEP 在这里改进的是分析常数；GD 的 O(1/N) 阶并未改变。

Drori & Teboulle (2014), Theorem 3.1; tight bound for t = 1/M
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一个可计算的 PEP工作流

problem = PEP()
f = problem.declare_function(

SmoothConvexFunction, L=M)
x0 = problem.set_initial_point()
xs = f.stationary_point()
problem.set_initial_condition(

(x0 - xs) ** 2 <= R ** 2)

x = x0
for k in range(N):

x = x - (1 / M) * f.gradient(x)

problem.set_performance_metric(f(x) - f(xs))
tau_N = problem.solve()

建模顺序

1. 声明函数类；

2. 写出初始归一化；

3. 按原样写算法；

4. 指定最终性能指标；

5. 求解 SDP 并检查证书。

函数类 F
算法 A

初值与指标

PEPit 建模
生成插值与
Gram 约束

SDP solver
primal / dual

最坏值 τN
轨迹与证明证书

Goujaud et al., “PEPit: computer-assisted worst-case analyses,”2022, arXiv:2201.04040
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由有限步 PEP得到收敛曲线
固定函数类、算法参数和归一化条件，对不同的迭代次数分别求解

τ̂N = sup
{
f(x(N))− p⋆

MR2

∣∣∣∣∣ f ∈ F0,M , x⋆ ∈ arg min f,
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥
2
≤ R,

x(k+1) = x(k) −M−1g(k), k = 0, . . . , N − 1

}
.

1 2 5 10 20 50

10−2

10−1

N

归
一

化
最

坏
残

差

PEP 紧界 1/(4N + 2)

教材界 1/(2N)

数值步骤
对 N = 1, 2, . . . , Nmax 重复建立并求解
SDP，记录 τ̂N，再比较候选收敛律。

收敛阶的数值诊断
log–log 斜率 ≈ −1 O(1/N)
log–log 斜率 ≈ −2 O(1/N2)
semi–log 近似直线 O(ρN )

这里是在整个函数类上求有限步最坏值，而不是随机抽取测试函数；有限个 N 的曲线用于诊断候选收敛
律，严格的全 N 结论仍需对偶证书或解析证明。

Taylor, Hendrickx & Glineur (2017); Goujaud et al. (2022)
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PEP也可以用于方法设计

固定 h 时，内层 PEP 沿用 f ∈ F、x⋆ ∈ arg min f 和
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥
2
≤ R。把算法系数作为设计变量时，问

题成为
minimize

h∈H
τN (h), τN (h) := sup

f,x(0),x⋆

ΦN (h; f,x(0),x⋆)

外层：设计算法

x(k+1) = x(0) − 1

M

k∑
j=0

hk+1,jg
(j)

选择 hk,j、t(k) 或动量系数 β
(k)
mom，压低最坏界。

内层：评估最坏情形
固定一组系数后，PEP 在指定函数类上寻找最坏函数、
初值与算法轨迹。

固定 h 的内层可化为 SDP；联合优化时，h 与梯度或 Gram 变量发生乘积，整体通常非凸。实践中可采用
外层参数搜索、内层 PEP，或针对特定方法构造专门的设计模型。

候选算法系数
h

固 定 h
求解内层 PEP / SDP

最坏性能
τN (h)

外层更新
Drori & Teboulle (2014); Kim & Fessler, Math. Program. 159 (2016)
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PEP结论的边界

它能回答

给定函数类上的紧或数值紧最坏界；

一个方法的最坏实例；

对偶权重对应的证明证书；

有限时域内的参数设计。

建模时仍需判断

M,m 是否可信；

oracle 是否精确；

指标是函数值、梯度范数还是距离；

数值 SDP 的容差和对偶残差是否足够小。

PEP 的结论与所声明的函数类和信息模型同样严格，也同样有限。

Taylor, Hendrickx & Glineur (2017); Goujaud et al. (2022)
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

04
大步长梯度下降



“大步长”的三种含义

语境 代表尺度 结论范围

标准单步尺度 t ≤ 1/M 一般 M-smooth 函数；下降余量至少为
t ∥∇f∥22 /2

单步下降边界 0 < t < 2/M 一般 M-smooth 函数仍下降；在 SPD 二次型上
等价于谱稳定

多步协同 某些 t(k) > 2/M 依赖完整步长序列与全程证书；单步可上升

大步长策略研究的是多步组合，不能简化为“把学习率调得更大”。

本节顺序
先用二次型的多项式解释有限步协同，再介绍对一般光滑凸函数成立的 Silver stepsize schedule。

Classical quadratic stability; Altschuler & Parrilo (2023–2024)
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重复使用长步长会失稳
对一维二次函数 f(x) = M

2
x2，梯度法为

x(k+1) = (1− tM)x(k).

tM

1 − tM

0 1 2

同号衰减 换号衰减 |1 − tM | > 1

若每一步都取同一个 t > 2/M，最大曲率方向必然发散。长步长加速必须依靠不同步长之间的补偿。

One-dimensional quadratic dynamics
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有限步谱滤波
对二次型使用步长序列 t(0), . . . , t(N−1)，有

e(N) = pN (Q)e(0), pN (λ) =

N−1∏
k=0

(1− t(k)λ), pN (0) = 1.

有限时域的理想问题为
minimize

pN (0)=1, deg pN≤N
max

λ∈[m,M ]
|pN (λ)|.

固定步长只能使用 (1− tλ)N，每个根都相同。 变步长允许把根分布在谱区间内，直接压低最终的
最坏放大因子。

这一定义只控制 pN 的终点值；中间前缀多项式仍可能很大。

Chebyshev semi-iteration; polynomial view of stationary iterations
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Chebyshev步长序列
令

c =
M +m

2
, d =

M −m

2
.

二次型有限时域 minimax 多项式的根给出

t(j) =
1

c− d cos (2j−1)π
2N

, j = 1, . . . , N.

其中部分步长可能远大于 2/M。最终收缩满足

max
λ∈[m,M ]

|pN (λ)| ≤ 2

(√
κ− 1√
κ+ 1

)N

.

数值实现
步长的排列不改变最终多项式，却会显著改变中间放大和舍入误差。需要专门排序或使用稳定的
Chebyshev recurrence。

Classical Chebyshev semi-iterative method for SPD quadratics

MATH6015 ·一阶优化方法专题 大步长梯度下降 40/ 75



Silver stepsize schedule

令银比（silver ratio）ρ = 1+
√
2，ν2(s)表示正整数 s的 2-进赋值（2-adic valuation）。对 j = 0, 1, 2, . . .

定义

α(j) = 1 + ρν2(j+1)−1, x(j+1) = x(j) − α(j)

M
∇f(x(j)).

前 15 个归一化步长为 √
2, 2,

√
2, 2 +

√
2,

√
2, 2,

√
2, 1 + ρ2, . . .

结构
序列非单调并呈递归结构；越来越大的尖峰出现得越来越稀疏。算法仍是纯梯度下降，没有动量状态。

Altschuler & Parrilo, “Acceleration by Stepsize Hedging II,”arXiv:2309.16530, Definition 2.1
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Silver步长的递归尖峰

0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

20

30
红虚线：α = 2（即 t = 2/M）

迭代编号 j

归
一

化
步

长
α
(j

)

尖峰超过二次型单步稳定阈值，但整段序列具有多步下降证书。

Altschuler & Parrilo (2023–2024); first 32 normalized Silver steps
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Silver schedule的一般光滑凸保证
设 f ∈ F0,M。令 Nq = 2q − 1。Silver schedule 满足

f(x(Nq))− p⋆ ≤ rqM
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥2

2
, rq =

1

1 +
√

4ρ2q − 3
.

进一步有
rq ≤ 1

2N
log2 ρ
q

≈ 1

2N1.2716
q

.

沿 Nq = 2q − 1 这些 horizon（或在不超过目标迭代数的最近此类 horizon 停止），达到精度 ε 所需迭代次
数为

O
(
ε− logρ 2

)
≈ O(ε−0.7864).

位置
该速率快于标准 GD 的 O(1/N)，但仍慢于 Nesterov 加速的 O(1/N2)。它说明仅改变步长序列也能得到
严格的渐近加速。

Altschuler & Parrilo, arXiv:2309.16530, Theorem 1.1
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Silver steps的数值表现

0 20 40 60 80 100 120

10−1

100

迭代次数 k

相
对

目
标

间
隙

GD 1/M

Silver schedule
实验 A 在 k = 127 时得到

GD: 1.53× 10−1,
Silver: 3.56× 10−2.

这是一个强凸二次实例；一

般保证来自前页定理，而非
这条曲线。

自编实验 A；Silver schedule 使用 α(j)/M
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多步证书取代逐步下降
对 M-smooth 凸函数，任意两个 oracle 样本满足

Qij := 2M
(
fi − fj −

〈
g(j),x(i) − x(j)

〉)
−

∥∥∥g(i) − g(j)
∥∥∥2

2
≥ 0.

长步长分析寻找非负权重 λij 和由递归证书确定的标量 cq，把多个 Qij 组合成∑
i ̸=j

λijQij = M
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥2

2
−M

∥∥∥x(Nq) − cqg
(Nq) − x⋆

∥∥∥2

2
+

p⋆ − fNq

rq
.

由于左侧非负，移项后得到

fNq − p⋆

rq
≤ M

∥∥∥x(0) − x⋆
∥∥∥2

2
−M

∥∥∥x(Nq) − cqg
(Nq) − x⋆

∥∥∥2

2
≤ M

∥∥∥x(0) − x⋆
∥∥∥2

2
.

关键变化
证明不再要求每一步都下降，而是利用相隔多步的插值一致性；这正是 PEP 语言与长步长序列的连接。

Altschuler & Parrilo, arXiv:2309.16530, §3; normalized multi-step certificate
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长步长策略的适用边界

需要检查

M 的估计是否足够可靠；

目标是否满足所用函数类假设；

大中间值是否造成溢出或舍入误差；

梯度是否含噪声；

证书控制的是最终点还是最优遍历点。

不要混同
深度学习中的 edge of stability 描述非凸训练时局
部 Hessian 与学习率共同演化的经验现象。它与本
节光滑凸函数上的可证明长步长序列并非同一结
论。

Chebyshev、Silver 与 Nesterov 都能用谱滤波理
解，但保证范围和状态变量不同。

Altschuler & Parrilo (2023–2024); Cohen et al., ICLR 2021
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

05
随机优化



两类随机性

随机目标

F (x) = Eξ[ℓ(x; ξ)].

期望本身可能无法精确计算，只能从分布或数据流
中抽样。

有限和的随机求解

F (x) =
1

Ndata

Ndata∑
i=1

fi(x).

目标是确定的，但完整梯度成本为 Ndata 个样本梯
度，随机抽样可降低单步成本。

本节重点使用有限和模型。若 ik 均匀抽样，则

ĝ(k) = ∇fik (x
(k)), E[ĝ(k) | x(k)] = ∇F (x(k)).

无偏性保证方向平均正确，却不消除单步方差。下文仍记 x⋆ ∈ arg minF，并令 p⋆ = F (x⋆)。

Robbins & Monro, Annals of Mathematical Statistics 22 (1951), 400–407
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有限和模型的实际来源

经验风险最小化

F (x) =
1

Ndata

Ndata∑
i=1

ℓ(a⊤
i x, bi) +

λ

2
∥x∥22 .

每个 fi 对应一个样本，常见于回归、分类和参数估计。

数 据 集
{(ai, bi)}

Ndata
i=1

单样本
ik

批量
Bk

完整梯度
N−1

data
∑

i ∇fi

在流式传感、在线控制和大规模机器学习中，“一次完整遍历数据”比“更新一次参数”更适合作为计算成本
单位。

Finite-sum empirical risk minimization; Lecture 02 least-squares models
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随机梯度下降
stochastic gradient descent（SGD）每步只使用一个随机梯度：

x(k+1) = x(k) − t(k)ĝ(k).

单步成本
若一个样本梯度成本为 C，完整梯度约为NdataC，SGD
一步约为 C。因此相同迭代次数并不代表相同工作量。

停止指标
训练中常同时监控

F (x(k)),
∥∥∥∇F (x(k))

∥∥∥
2
,

以及验证集指标（validation metric）。随机
单步损失不能替代完整目标值。

理论分析必须说明抽样方式、条件无偏性、方差假设以及步长是否依赖历史信息。

Robbins & Monro (1951); standard SGD recursion
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方差产生噪声地板
假设

E[ĝ(k) | x(k)] = ∇F (x(k)), E[
∥∥∥ĝ(k) −∇F (x(k))

∥∥∥2

2
| x(k)] ≤ σ2,

且 F ∈ Fm,M，其中 0 < m ≤ M。令 e(k) = x(k) − x⋆。当 0 < t(k) ≤ 2/(M +m) 时，强凸光滑插值不等
式给出

E[
∥∥∥e(k+1)

∥∥∥2

2
| x(k)] ≤

(
1− 2t(k)mM

m+M

)∥∥∥e(k)
∥∥∥2

2
+

(
t(k)

)2
σ2.

常步长
前期近似线性下降，随后均方距离停在 O(tσ2/m)
的量级；对应半径为其平方根量级。

递减步长
逐步降低噪声影响，可趋近精确最优点；后期更新
也会越来越慢。

Standard strongly convex SGD recursion under bounded conditional variance
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步长与平均迭代

对凸问题，若
∥∥∥x(0) − x⋆

∥∥∥
2
≤ R、随机次梯度二阶矩有界为G2（有约束时采用投影 SGD），平均迭代可满

足典型界

E[F (x̄(T ))− p⋆] ≤ R2

2tT
+

tG2

2
.

取 t = R/(G
√
T ) 得 O(1/

√
T )。

Robbins–Monro条件

∞∑
k=0

t(k) = ∞,
∞∑

k=0

(t(k))2 < ∞.

它平衡持续移动与累计噪声。

Polyak–Ruppert平均

x̄(T ) =
1

T − T0

T∑
k=T0+1

x(k).

平均轨迹可降低末端方差并改善统计效率。

Robbins & Monro (1951); Polyak & Juditsky, SIAM J. Control Optim. 30 (1992)
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Mini-batch梯度
对大小为 B 的随机批量 Bk，定义

ĝ(k) =
1

B

∑
i∈Bk

∇fi(x
(k)).

独立抽样下，若单样本方差为 σ2，则近似有

E
∥∥∥ĝ(k) −∇F (x(k))

∥∥∥2

2
≤ σ2

B
.

收益
方差下降，矩阵运算和硬件并行度提高，轨迹更平
滑。

代价
每次更新处理 B 个样本。超过硬件或统计临界批
量后，继续增大 B 未必减少总耗时。

比较不同 batch size 时，横轴应使用 sample-gradient evaluations 或 effective passes。

Mini-batch variance under independent sampling
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实验 B：正则化最小二乘
使用合成有限和问题

F (x) =
1

2Ndata
∥Ax− b∥22 +

λ

2
∥x∥22 , Ndata = 2000, n = 40, λ = 0.01.

数据
A 的列尺度从 1 到 0.1 按对数变化；
b = Axtrue + 0.2ξ；随机种子为 6015。

曲率

m = 0.019599, M = 0.989440, κ = 50.484.

x⋆ 由正规方程高精度求得。

随机方法使用 12 个独立抽样种子；实线为中位数，阴影为 10%–90% 分位区间。

自编可复现实验；first-order-data/generate_first_order_data.py
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常步长与递减步长 SGD
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等效数据遍历次数

F
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)
−

p
⋆

SGD 常步长
SGD 递减步长

Full GD

实验 B；常步长 0.015/M；递减步长 (0.015/M)/(1 + 0.1 passes)
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Mini-batch与随机动量
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)
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⋆

Mini-batchB = 20

Momentum SGD, βmom = .9

SGD 递减步长

实验 B；阴影为 12 次独立抽样的 10%–90% 分位带
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随机动量需要单独分析
一种常见 momentum SGD 写法为

v(k+1) = βmomv(k) + (1− βmom)ĝ(k), x(k+1) = x(k) − t(k)v(k+1).

潜在收益
速度状态对高频抽样噪声进行时间平均，并可在持
续方向上积累移动。

新增困难
噪声与速度状态相关；确定性 HB 的参数和收敛因
子不能直接搬到随机情形。

实验 B中，动量曲线比单样本常步长更平滑，但在等效数据成本下并未自动优于mini-batch。算法名不能
替代调参和公平比较。

Stochastic momentum recursion; experiment B
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SVRG的控制变量
对 F (x) = N−1

data
∑

i fi(x)，在 snapshot x̃ 计算完整梯度，并在内循环使用

ĝ(k)
vr = ∇fik (x

(k))−∇fik (x̃) +∇F (x̃).

无偏性

E[ĝ(k)
vr | x(k), x̃] = ∇F (x(k)).

方差缩减
当 x(k) 接近 x̃ 时，两个样本梯度高度相关，其差值
方差变小。

SVRG 周期性支付完整梯度成本，以换取内循环中不断减小的估计方差。

Johnson & Zhang, “Accelerating Stochastic Gradient Descent using Predictive Variance Reduction,”NeurIPS 2013
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SVRG的等效成本比较
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Full GD
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SVRG

实验 B；SVRG 一个 outer epoch 按 Ndata + 2Ndata = 3Ndata 个样本梯度计为 3 次遍历
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公平比较随机方法

方法 单次更新成本 主要误差来源 合适场景

Full GD Ndata 个样本梯度 条件数 数据可完整遍历、需要稳定高
精度

SGD 1 个样本梯度 抽样方差 数据流、大规模低到中等精度
Mini-batch B 个样本梯度 约 σ2/B 并行硬件、希望轨迹更平滑
SVRG 周期性完整梯度 snapshot 更新间隔 有限和、光滑强凸、高精度

至少同时报告：样本梯度调用数、batch size、步长规则、随机重复次数及分位带。壁钟时间还依赖内存、
并行度和数据访问模式。

Complexity accounting used in experiment B
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流式传感器标定
Lecture 03 的标定模型可写成样本损失

fi(c, g) =
1

2
(c+ gti − zi)

2 +
λ

2
(c2 + g2).

当测量 (ti, zi) 持续到达时，SGD 更新为[
c(k+1)

g(k+1)

]
=

[
c(k)

g(k)

]
− t(k)

[
(c(k) + g(k)ti − zi)

[
1
ti

]
+ λ

[
c(k)

g(k)

]]
.

新的观测只触发 O(1) 次向量运算，不需要重新求
解全部正规方程。

若数据分布随时间变化，常步长能持续跟踪；此时
噪声地板也成为响应速度与稳态误差的权衡。

自编应用；延续 Lecture 03 传感器标定模型
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Proximal gradient与 FISTA

若目标含非光滑正则项

minimize
x

f(x) + g(x), f 光滑, g 为闭的 proper 凸函数，且近端映射可计算,

proximal gradient 为
x(k+1) = proxtg

(
x(k) − t∇f(x(k))

)
.

例：Lasso

g(x) = λ ∥x∥1 的 proximal operator 是逐分量
soft-thresholding。

FISTA

把 Nesterov 型外推与 t ≤ 1/M 的 proximal step
（或回溯线搜索）结合，在标准凸设定下得到
O(1/k2) 函数值界。

这是从“光滑一阶方法”进入复合优化的自然下一步。

Beck & Teboulle, “A Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm,”SIAM J. Imaging Sci. 2009
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共轭梯度、Chebyshev与 BB步长

Conjugate gradient

针对 SPD 线性系统，在 Krylov 子
空间中自适应构造误差多项式；
不需要预先给出完整谱。

Chebyshev

根据已知谱区间预先设计
minimax 多项式；无需内积正交
化，但依赖可靠的 [m,M ]。

Barzilai–Borwein

用最近的位移与梯度差估计标量
曲率；实践中常与非单调线搜索
结合。

三者都在利用曲率信息，但获取方式分别是 Krylov 正交性、谱先验和 secant 近似。

Classical CG, Chebyshev semi-iteration, and Barzilai–Borwein methods
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AdaGrad、Adam与 Edge of Stability

坐标自适应
AdaGrad 以历史平方梯度构造对角度量；Adam
再加入一阶与二阶指数滑动平均。它们改变了每个
坐标的有效步长。

G
(k)
ii =

k∑
j=0

(
g
(j)
i

)2
,

x
(k+1)
i = x

(k)
i − t√

G
(k)
ii + ε

g
(k)
i .

非凸训练现象
Edge of stability 研究神经网络训练时步长与局部
最大 Hessian 特征值共同演化的现象。其经验解释
不能替代凸问题中的全局收敛证明。

这些主题值得单独讨论；把它们附加在 SGD 参数表后面会掩盖各自不同的理论问题。

Duchi et al. (2011); Kingma & Ba (2015); Cohen et al. (ICLR 2021)
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方法地图

信息与结构 代表方法 主要先验 主要风险

完整梯度，光滑凸 GD / NAG M，强凸时还需 m 条件数、参数失配
SPD 二次型 HB / CG /

Chebyshev
谱区间或线性系统结构 暂态放大、有限精度

光滑凸，有限时域 PEP / Silver
schedule

函数类和性能指标 证书适用范围

有限和或数据流 SGD / mini-batch
/ SVRG

无偏性、方差、数据规模 噪声地板、成本记账

复合非光滑 Proximal / FISTA proximal operator 可计算 单步子问题成本

算法选择先从信息模型和问题结构出发，再讨论步长、动量和实现细节。

本讲方法比较
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本讲结论

1. 二次型频谱把条件数、固定步长、振荡和加速放在同一动力学模型中。

2. Heavy-ball 与 Nesterov 都使用两步记忆，但梯度评估位置和保证范围不同。

3. PEP 把算法的最坏情形写成优化问题，可用于核查证明常数和设计有限时域系数。

4. 长步长序列依赖多步补偿；单步超过 2/M 与整段最终收敛并不矛盾。

5. 随机优化改变了信息模型（oracle model）。方差、梯度成本和抽样重复必须进入数值比较。

贯穿观点
迭代公式只描述“怎样走”；函数类、信息模型和评价指标共同决定“为什么有效”以及“比较是否公平”。
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附录：HB参数的端点平衡
对模态 λ，HB 特征多项式为

r2 − (1 + βHB − tλ)r + βHB.

选择参数使 λ = m 与 λ = M 的判别式同时达到临界：

1 + βHB − tm = 2
√

βHB,

1 + βHB − tM = −2
√

βHB.

两式相减并求解得到 √
βHB =

√
M −

√
m√

M +
√
m

, t =
4

(
√
M +

√
m)2

.

此时所有端点模态的根模均为
√
βHB；区间内部模态也受同一圆盘控制。

Polyak (1964); optimal HB parameters for SPD quadratics
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附录：强凸光滑插值条件
对 0 ≤ m < M < ∞，有限数据 (x(i), fi, g

(i)) 可由某个 f ∈ Fm,M 插值，当且仅当对任意 i, j 有

fi − fj −
〈
g(j),x(i) − x(j)

〉
≥ 1

2(1−m/M)

(
1

M

∥∥∥g(i) − g(j)
∥∥∥2

2
+m

∥∥∥x(i) − x(j)
∥∥∥2

2

− 2m

M

〈
g(i) − g(j),x(i) − x(j)

〉)
.

令 m = 0 即退化为正文使用的光滑凸插值条件。该等价条件使 Fm,M 上固定步长一阶方法的 PEP 可写成
SDP。

Taylor, Hendrickx & Glineur (2017), Theorem 4
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附录：数值实验参数

实验 参数 方法参数

确定性二次型 n = 60；λi ∈ [1, 1000]对数均匀；x(0)
i ∝

λ
−1/2
i

GD 1/M；GD 2/(M +m)；HB经典二次参数；NAG
强凸参数；Silver α(j)/M

二维轨迹 Q = diag(1, 100)；x(0) = (2.5, 0.21)；
横纵等比例

展示最优固定步长 GD 的前 18 步

有限和 ridge Ndata = 2000, n = 40, λ = .01；数据
种子 6015；m = .019599,M = .989440

SGD 常步 .015/M；递减步长 (.015/M)/(1 + .1p)；
mini-batchB = 20, (.10/M)/(1 + .05p)；momen-
tum βmom = .9, (.010/M)/(1 + .10p)；SVRG 步长
.02、内循环 Ndata 步

随机重复 12 个抽样种子 各 SGD 变体复用同一组种子流作配对比较；报告中位
数及 10%–90% 分位带

成本 一个样本梯度为一单位 Ndata 单 位 为 一 次 pass；SVRG outer epoch 按
3Ndata 计

所有曲线从 CSV 读取并由 PGFPlots 绘制；纵轴下限只用于显示，不修改原始数据。

本讲可复现实验设置
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附录：数据生成与重建
讲义目录中的文件为

first-order-data/generate_first_order_data.py.
重新生成数据：

python3.14 first-order-data/generate_first_order_data.py

重新编译讲义：

latexmk -xelatex -interaction=nonstopmode \
-halt-on-error -file-line-error \
math6015-supplement-first-order-methods.tex

脚本同时生成 threshold_summary.csv 与 chebyshev_diagnostics.csv，分别对应正文阈值表和
Chebyshev 附录；所有曲线、分位带、公式和标注在 Beamer 中保持可编辑。

Reproducibility instructions for this supplement
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附录：Chebyshev的中间放大
对实验 A 的谱区间 [1, 1000]，长度 N = 16 的 Chebyshev 步长满足

max
j

t(j)M ≈ 293.7,

远大于单步稳定阈值 2。按根的自然顺序直接执行时，最终目标间隙约为初值的 2.01× 10−1，但中间最大
值可超过 1013 倍。

解析结论
最终多项式只由根集合决定，与步长排列无关。

数值结论
中间前缀多项式、溢出和舍入误差高度依赖排列与
实现。

因此正文把 Chebyshev 用作谱多项式原理，并用具有一般光滑凸证书的 Silver schedule 做主要长步数值
比较。

自编精确谱实验；ChebyshevN = 16, [m,M ] = [1, 1000]
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附录：SGD无偏性与 SVRG无偏性
若 i 在 {1, . . . , Ndata} 上均匀抽样，则

Ei[∇fi(x)] =
1

Ndata

Ndata∑
i=1

∇fi(x) = ∇F (x).

对 SVRG 估计量
ĝvr = ∇fi(x)−∇fi(x̃) +∇F (x̃),

条件期望为
Ei[ĝvr] = ∇F (x)−∇F (x̃) +∇F (x̃) = ∇F (x).

方差缩减并不来自偏差，而来自相关差值 ∇fi(x)−∇fi(x̃) 在两点接近时变小。

Johnson & Zhang (2013)
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