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本讲内容

问题与假设 §11.1
光滑凸约束、严格可行性与 KKT 条件

对数障碍与中心路径 §11.2
障碍函数、对偶点与间隙 m/t

障碍法 §11.3
中心化、参数更新与 Newton 方程

可行性与 Phase I §11.4
找严格可行点或给出不可行证书

自协调复杂度 §11.5
每次中心化与总 Newton 步数

广义不等式 §11.6
正交锥、二阶锥与半正定锥

原始—对偶内点法 §11.7
残差、搜索方向与代理对偶间隙

实现 §11.8
稀疏 KKT 系统、LP、ℓ1、SDP 与网络

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, Chapter 11, §§11.1–11.8
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

01
问题、假设与前序知识



与前面课程的连接

Lecture 03
Newton 法、自协调函数、稀疏
线性代数

Lecture 04
Lagrangian、对偶函数、KKT 与
Slater 条件

Lecture 05
等式约束 Newton 法、KKT 线性
系统

Chapter 11
用一列等式约束 Newton 问题
逼近含不等式约束的最优解

计算主线
保持在可行域内部；用对偶间隙判断精
度；每步求解结构化 KKT 系统。

课程 Lecture 03–05回顾；Boyd & Vandenberghe, §11.1
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不等式约束凸优化

标准形式

minimize x∈Rn f0(x)

subject to fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,

Ax = b,

(11.1)

其中 f0, . . . , fm 凸且二阶连续可微，A ∈ Rp×n，
rankA = p < n。

最优解 x⋆ 存在，p⋆ = f0(x
⋆)。

存在严格可行点：Ax = b 且 fi(x) < 0。

严格可行性给出 Slater条件与强对偶。

Ax = b

严格可行

x⋆
−∇f0

内点法让迭代点停留在
不等式可行域的内部。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.1, problem (11.1)
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KKT条件
严格可行性保证存在 λ⋆ ∈ Rm、ν⋆ ∈ Rp，使

Ax⋆ = b, fi(x
⋆) ≤ 0,

λ⋆ ⪰ 0, ∇f0(x⋆) +

m∑
i=1

λ⋆
i∇fi(x⋆) +A⊤ν⋆ = 0,

λ⋆
i fi(x

⋆) = 0, i = 1, . . . ,m.

(11.2)

原始可行
约束满足，x⋆ 属于可行集。

对偶可行与驻点
乘子非负，Lagrangian对 x 的梯
度为零。

互补松弛
每个约束满足

−λ⋆
i fi(x

⋆) = 0.

活跃约束可有正乘子；松弛约束
的乘子为零。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.1, KKT conditions (11.2)
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从 Newton法到内点法

等式约束二次问题
一次求解线性 KKT 系统

等式约束光滑问题
每次 Newton 迭代
求解一个二次近似

含不等式的凸问题
沿中心路径依次求解
等式约束光滑问题

内 点 法 增 加 一 层 参 数 t： 每 个 固 定 t 对 应 一 个
中 心 化 问 题； 增 大 t 使 其 解 逼 近 原 问 题 最 优 解。

每一层都复用前一讲的核心计算：Hessian、Newton decrement、回溯线搜索与 KKT消元。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.1, hierarchy of convex optimization algorithms
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可直接处理的问题

问题类型 模型 内点法所需结构

LP min c⊤x，Gx ⪯ h，Ax = b 线性目标与仿射不等式
QP/QCQP 二次目标，凸二次不等式 梯度与 Hessian可显式计算
凸形式 GP log-sum-exp目标与约束 光滑凸复合函数
熵优化 min

∑
j xj logxj，Fx ⪯ g 定义域 x ≻ 0 与线性约束

非光滑目标需要先改写

min
x

max
i

(a⊤
i x+ bi) ⇐⇒ min

x,τ
τ subject to a⊤

i x+ bi ≤ τ.

右侧具有光滑目标与仿射约束，可以直接使用本章方法。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.1, Examples
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应用例 1：峰值负荷控制
某工厂用 x = (x1, x2) 表示两台设备的调节量。三个时段的超额负荷为

ℓ1 = 2x1 − x2 + 1, ℓ2 = −x1 + 2x2 + 2, ℓ3 = −x1 − x2 + 6.

原始目标 min max{ℓ1, ℓ2, ℓ3}在折点处不可微。引入峰值
变量 τ：

min
x,τ

τ

subject to 2x1 − x2 + 1 ≤ τ,
− x1 + 2x2 + 2 ≤ τ,
− x1 − x2 + 6 ≤ τ.

这是三条仿射不等式构成的 LP。 x1

x2 ℓ1 = 3

ℓ2 = 3

ℓ3 = 3

最优平衡点

障碍项同时保持三条约束严格满足。

自编峰值负荷示例；模型变换参见 Boyd & Vandenberghe, §11.1
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

02
对数障碍与中心路径



从示性函数到对数障碍
不等式 fi(x) ≤ 0 可写入目标：

min f0(x) +

m∑
i=1

I−(fi(x)) , I−(u) =

{
0, u ≤ 0,

+∞, u > 0.

I− 不可微。用
Î−(u) = −

1

t
log(−u), u < 0, t > 0

近似后，可以调用 Newton法。

−3 −2 −1

2

4t = 1

t = 3

I−(u) on u < 0

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2 and Figure 11.1
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对数障碍函数
定义

ϕ(x) = −
m∑
i=1

log(−fi(x)) , domϕ = {x | fi(x) < 0, ∀i}. (11.5)

中心化问题可写成两个等价形式：

min
Ax=b

f0(x) +
1

t
ϕ(x) ⇐⇒ min

Ax=b
tf0(x) + ϕ(x). (11.6)

符号与导数

∇ϕ(x) =
m∑
i=1

1

−fi(x)
∇fi(x),

∇2ϕ(x) =
m∑
i=1

∇fi(x)∇fi(x)⊤

fi(x)2
+

m∑
i=1

1

−fi(x)
∇2fi(x).

靠近任一边界 fi(x) ↑ 0 时，ϕ(x)→ +∞。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.1, equations (11.4)–(11.5)
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一个可手算的中心路径
考虑

min
x≥0

x.

把约束写成 f1(x) = −x ≤ 0，中心化目标为

qt(x) = tx− logx, x > 0.

q′t(x) = t− 1

x
= 0 =⇒ x⋆(t) =

1

t
.

因此
f0(x

⋆(t))− p⋆ =
1

t
,

恰好等于m/t，因为m = 1。

t x⋆(t) 目标误差

1 1 1
5 0.2 0.2
20 0.05 0.05

0.5 1 1.5 2

2

4 t = 1

t = 5

自编数值例；结论对应 Boyd & Vandenberghe, §11.2.2
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中心路径
对每个 t > 0，令 x⋆(t) 为中心化问题的唯一解。集合

{x⋆(t) | t > 0}

称为中心路径。中心点满足
Ax⋆(t) = b, fi(x

⋆(t)) < 0,

且存在 ν̂ 使

t∇f0(x⋆(t)) +

m∑
i=1

1

−fi(x⋆(t))
∇fi(x⋆(t)) +A⊤ν̂ = 0. (11.7)

x⋆(t1)

x⋆(t2)
x⋆(t3)

x⋆

可行域边界

t1 < t2 < t3：目标力增
强，中心点靠近最优边界。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, central path and equation (11.7)
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例 11.1：不等式形式 LP
对于

min c⊤x subject to Gx ⪯ h,

记 g⊤i 为 G的第 i行，松弛量 si = hi − g⊤i x > 0。则

ϕ(x) = −
m∑
i=1

log si.

梯度与 Hessian

令 di = 1/si：

∇ϕ(x) = G⊤d, ∇2ϕ(x) = G⊤diag(d)2G.

若 G满列秩，则 Hessian正定。

中心性条件

tc+G⊤d = 0.

几何上，c⊤x = c⊤x⋆(t)与经过 x⋆(t)的障碍函数
等值线相切。

每个约束贡献一个秩一项 d2i gig
⊤
i ；靠近边界时，对应项迅速增大。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, Example 11.1
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二维 LP的中心路径
考虑

min
u,v

− 3u− 2v

subject to u+ v ≤ 4, u ≤ 3, v ≤ 3,

u ≥ 0, v ≥ 0.

最优点为 (3, 1)，最优值 −11。障碍法从区域内部逼近
这个顶点。

ϕ = − log(4−u−v)−log(3−u)−log(3−v)−logu−log v.
u

v

(3, 1)

−c = (3, 2)

坐标采用相同单位长度。

自编二维 LP；理论与几何解释参见 Boyd & Vandenberghe, Example 11.1 and Figure 11.2
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中心点给出对偶可行点
由中心性条件定义

λ⋆
i (t) = −

1

tfi(x⋆(t))
> 0, ν⋆(t) =

ν̂

t
. (11.10)

于是

∇f0(x⋆(t)) +

m∑
i=1

λ⋆
i (t)∇fi(x⋆(t)) +A⊤ν⋆(t) = 0.

Lagrangian在 x⋆(t) 取极小

g(λ⋆,ν⋆) = f0(x
⋆) +

∑
i

λ⋆
i fi(x

⋆).

每个互补乘积相同

−λ⋆
i (t)fi(x

⋆(t)) =
1

t
.

故
g(λ⋆,ν⋆) = f0(x

⋆(t))− m

t
.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, equations (11.10) and dual points from the central path
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对偶间隙为 m/t

中心点与相应对偶点的对偶间隙满足

f0(x
⋆(t))− g(λ⋆(t),ν⋆(t)) = −

m∑
i=1

λ⋆
i (t)fi(x

⋆(t)) =
m

t
.

由弱对偶，
0 ≤ f0(x⋆(t))− p⋆ ≤ m

t
. (11.12)

t 增大
障碍权重 1/t 减小

x⋆(t)
更接近可行域边界

可验证的误差上界
m/t 下降

这个界无需知道 p⋆。它同时给出停止准则和对偶证书。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, duality gap associated with the central path
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中心路径是扰动后的 KKT系统
x = x⋆(t) 当且仅当存在 λ,ν 满足

Ax = b, fi(x) < 0, λ ≻ 0,

∇f0(x) +
∑
i

λi∇fi(x) +A⊤ν = 0,

−λifi(x) =
1

t
, i = 1, . . . ,m.

(11.11)

KKT 互补条件
−λifi(x) = 0

中 心 路 径 条 件
−λifi(x) = 1/t

t→∞

小 t：每个约束保持明显松弛。

大 t：活跃约束的松弛趋近零，乘子承担相应边界压力。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, interpretation via KKT conditions
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力场解释
暂不考虑等式约束。第 i个约束产生排斥力

Fi(x) = −∇[− log(−fi(x))] =
1

fi(x)
∇fi(x),

目标产生力 F0(x) = −t∇f0(x)。中心点满足

F0(x
⋆(t)) +

∑
i

Fi(x
⋆(t)) = 0.

x⋆(t)

−t∇f0
靠近某条边界时，该边界的
排斥力按距离的倒数增大。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.2.2, force field interpretation and Example 11.3
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数值例 2：二维 LP的中心点
对前述 LP数值求解中心化问题，得到

t u⋆(t) v⋆(t) −3u⋆ − 2v⋆

0.5 1.8449 1.3050 −8.1447
2 2.5342 1.2304 −10.0634
10 2.8991 1.0520 −10.8012
50 2.9799 1.0101 −10.9600

此问题有m = 5 个标量不等式，因此保证

f0(x
⋆(t))− p⋆ ≤ 5

t
.

例如 t = 50 时，实际误差约 0.0400，理论上界为
0.1。

数值检查
t = 50 时

4− u− v = 0.00995,

3− u = 0.02006,

u, v, 3− v > 0.

点仍严格可行，但两个即将活跃的约束松弛已经很
小。

自编数值计算；误差界参见 Boyd & Vandenberghe, §11.2.2
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应用例 3：概率分配与熵
考虑

min
x

n∑
j=1

xj logxj subject to 1⊤x = 1, x ⪰ 0.

加入正性障碍后，

qt(x) = t
∑
j

xj logxj −
∑
j

logxj .

对称性与约束
∑

j xj = 1 给出

x⋆1(t) = · · · = x⋆n(t) =
1

n
.

该例中中心路径退化为一个点：最大熵分布始终是均匀
分布。

(1/3, 1/3, 1/3)

x3 = 0

x1 = 0

x2 = 0

单纯形的几何中心也
是熵目标的最优点。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.1 entropy example; §11.2 logarithmic barrier
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

03
障碍法



为何不直接取很大的 t

若希望误差不超过 ε，可以一次取 t = m/ε，然后求解

min
Ax=b

m

ε
f0(x) + ϕ(x).

但当 ε很小时，x⋆(t) 靠近边界，Hessian在不同方向上的尺度差异很大。

较小 t
中心点远离边界
Newton 起步稳定

直接使用巨大 t
目标曲率变化剧烈
初始点通常很差

逐次增大 t
上一中心点作为热启动
每次只需重新中心化

障碍法的关键不是单次求解，而是沿中心路径进行一系列热启动 Newton求解。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3, motivation before Algorithm 11.1
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障碍法

Algorithm 11.1

给定严格可行 x、t = t(0) > 0、µ > 1 与容差 ε > 0：

1. 中心化：从当前 x 出发，求解
min
Ax=b

tf0(x) + ϕ(x),

得到 x⋆(t)。

2. 更新：x← x⋆(t)。

3. 停止：若m/t < ε，返回当前原始解和对偶证书。

4. 增大参数：t← µt，重复。

一次中心化称为一次外层迭代。

中心化内部执行的 Newton步称为内层迭代。

除首次中心化外，每次都由上一中心点热启动。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, Algorithm 11.1

MATH6015 ·内点法 障碍法 24 / 97



外层与内层迭代

中心化 1
t0

中心化 2
µt0

中心化 3
µ2t0

中心化 4
µ3t0

x⋆(t0)

x⋆(µt0)

x⋆(µ2t0)

x⋆(µ3t0)

每个方框内部有若干 Newton
步；方框之间按中心路径推进。

小 µ带来更多外层迭代和较少的每次内层步数；较大 µ的效果相反。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, centering steps and choice of µ

MATH6015 ·内点法 障碍法 25 / 97



中心化的 Newton方程
在当前严格可行点 x，令

Ht = t∇2f0(x) +∇2ϕ(x), gt = t∇f0(x) +∇ϕ(x).

等式约束 Newton步由 KKT系统给出：[
Ht A⊤

A 0

] [
∆xnt
νnt

]
= −

[
gt

0

]
. (11.14)

保持等式可行

A∆xnt = 0 =⇒ A(x+ s∆xnt) = b.

保持严格不等式
回溯线搜索首先缩短 s，直到

fi(x+ s∆xnt) < 0, ∀i,

再检查充分下降。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.4, equation (11.14); §10.2
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中心化精度与对偶证书
理论叙述常把中心化看作精确求得 x⋆(t)。实际实现用 Newton decrement停止：

λt(x)
2

2
≤ εnt.

适度精度已足够
中心路径只是通往原问题解的工具。近似中心化仍
会产生收敛的外层序列。

高精度代价通常不大
进入二次收敛区后，再增加若干 Newton步即可
显著降低中心化误差。

若中心化不精确，直接使用 λi = −1/(tfi(x)) 得到的点一般不完全对偶可行；可增加修正项，或以残差共
同判断精度。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, Accuracy of centering
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参数 µ 的取舍

µ接近 1

相邻中心点距离小；

每次中心化 Newton步少；

外层迭代次数多。

µ较大

单次对偶间隙下降快；

热启动离新中心点较远；

每次中心化 Newton步多。

50 100 150 200

50

100

实践中常取 10–20，较宽范围内都稳定

µ

总
N
ew

to
n
步

数

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, Choice of µ; qualitative version of Figure 11.5
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初始参数 t(0)

t(0) 太大，首次中心化困难；太小，则浪费外层迭代。

已有原始—对偶可行点
若初始对偶间隙为

η = f0(x
(0))− g(λ,ν),

可取
t(0) =

m

η
.

首次中心化产生与现有证书同量级的间隙。

只有原始点
可选择 t,ν 使中心性残差较小：

min
t,ν

∥∥∥t∇f0(x(0)) +∇ϕ(x(0)) +A⊤ν
∥∥∥
2
.

这是关于 t,ν 的最小二乘问题；也可用 Hessian度量构造仿射不变版本。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, Choice of t(0)
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以不可行起点求中心点
若 x(0) 满足 fi(x

(0)) < 0，但 Ax(0) ̸= b，可以对中心化问题采用 Lecture 05 的不可行起点 Newton法。

不等式严格可行
fi(x

(0)) < 0
等式残差可非零

不可行起点 Newton
同时降低 KKT 残差
并保持不等式内部

出现一次完整
Newton 步后
Ax = b

后续与标准障碍法一致

该变体放宽了等式可行起点要求，但仍需知道一个处于所有不等式定义域内部的点。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.1, Infeasible start Newton method
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外层迭代次数
初始中心化后再完成 k次中心化，对偶间隙为

m

µkt(0)
.

达到容差 ε所需的额外中心化次数为

k =


log
(
m/(εt(0))

)
logµ

 . (11.13)

例
m = 100，t(0) = 1，ε = 10−6，µ = 10：

k =

⌈
log 108
log 10

⌉
= 8.

含义
外层次数仅按精度倒数的对数增长。总成本还取决
于每次中心化需要多少 Newton步。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.3, equation (11.13)
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Newton步与扰动 KKT
从扰动 KKT中消去

λi = −
1

tfi(x)

后，得到关于 x,ν 的非线性方程。其 Newton线性化为

H∆x+A⊤∆ν = −g, A∆x = 0,

其中

H = ∇2f0 +
∑
i

∇2fi
−tfi

+
∑
i

∇fi∇f⊤
i

tf2
i

,

g = ∇f0 +
∑
i

∇fi
−tfi

.

乘以 t后恰好得到中心化问题的 Newton方程。

结论
障碍法可以解释为：先消去乘子 λ，再对扰动 KKT方程使用 Newton法。§11.7将不再消去 λ。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.4, equations (11.15)–(11.17)
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教材例：小规模 LP
教材考虑 G ∈ R100×50 的随机严格可行 LP，初始对偶间隙 100，终止间隙 10−6。

0 10 20 30 40 50 60 70 80

10−5

10−3

10−1

101

累计 Newton步

对
偶

间
隙

µ = 2

µ = 50

µ = 150

台阶横段表示中心化 Newton步；竖段表示 t更新后证书间隙按 µ缩小。曲线为教材现象的示意重绘。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.2, Linear programming in inequality form; Figure 11.4
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教材例：几何规划
凸形式 GP：

min
x

log
(

K0∑
k=1

ea
⊤
0kx+b0k

)

subject to log
(

Ki∑
k=1

ea
⊤
ikx+bik

)
≤ 0, i = 1, . . . ,m.

对应障碍

ϕ(x) = −
m∑
i=1

log
[
− log

(
Ki∑
k=1

ea
⊤
ikx+bik

)]
.

教材用 n = 50,m = 100,Ki = 5 的随机实例比较不
同 µ。

观察

对偶间隙随累计 Newton步近似线性收敛；

µ在较宽范围内对总步数影响不大；

LP与 GP呈现相似的外层行为。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.2, Geometric programming and Figure 11.6
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教材例：问题规模与 Newton步数
教材生成标准形式 LP

min c⊤x subject to Ax = b, x ⪰ 0,

并令变量数 n = 2p，把等式数 p从 10 增加到 1000。

101 102 103
15

20

25

30

35

等式数 p

N
ew

to
n
步

数

变量规模扩大 100 倍时，观察到的 Newton步
数只从约 21 增至 27。

计算成本的真正来源
迭代次数增长缓慢，但每次 Newton步需要解
更大的线性系统。因此必须同时分析矩阵结构
与分解成本。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.3.2, A family of standard form LPs; Figures 11.7–11.8
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数值例 4：中心路径的热启动
仍考虑二维 LP，依次取 t = 0.5, 2, 10, 50，并以上一个中心点作为下一次 Newton法起点。

t 起点 Newton步 最终目标

0.5 (1.5, 1.5) 5 −8.1447
2 上一中心点 7 −10.0634
10 上一中心点 10 −10.8012
50 上一中心点 8 −10.9600

观察

迭代点始终严格可行；

对偶间隙上界按m/t缩小；

继续增大 t主要改善靠近边界方向的精
度。

数值步数取决于停止容差与回溯参数；表中的重点是热启动链，而非某个固定步数。

自编数值计算；算法结构参见 Boyd & Vandenberghe, Algorithm 11.1
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

04
可行性与 Phase I



为何需要 Phase I
障碍法要求一个严格可行起点：

Ax(0) = b, fi(x
(0)) < 0.

很多模型只给出约束，无法直接写出这样的点。Phase I先解决一个辅助问题：

原始约束
fi(x) ≤ 0, Ax = b

Phase I
寻找严格可行点

或产生不可行证书

Phase II
以该点启动障碍法

优化 f0

Phase I 的计算结果本身也有解释：它量化约束系统距离严格可行或不可行边界有多远。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4, introduction
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基本 Phase I问题
给定 Ax(0) = b 且 x(0) 位于所有 fi 的定义域，引入标量 s：

min
x,s

s

subject to fi(x) ≤ s, i = 1, . . . ,m,

Ax = b.

(11.19)

容易构造严格可行起点
保持 x = x(0)，只需选

s > max
i
fi(x

(0)).

于是所有约束 fi(x) < s。

s的含义
对固定 x，最小可行 s为

max
i
fi(x).

因此 Phase I 最小化最大约束违反量。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.1, basic phase I problem (11.19)
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Phase I最优值的三种情况
记辅助问题最优值为 p̄⋆。

情况 结论 可用的停止方式

p̄⋆ < 0 原约束严格可行 一旦找到可行 (x, s) 且 s < 0，即可停止并把 x 交给
Phase II。

p̄⋆ > 0 原约束不可行 一旦得到正的对偶下界，即可用对偶点给出不可行
证书。

p̄⋆ = 0 边界情形 若最小值达到，约束可行但不严格可行；若不达到，
约束不可行。数值上只能给出容差结论。

若

算法只能确定 |p̄⋆| < ε，可断言 fi(x) ≤ −ε不可行，而 fi(x) ≤ ε可行。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.1, three cases for the phase I optimal value
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数值例 5：可行性由 p̄⋆ 判定
考虑两组只有常数不同的约束：

x1 + x2 ≤ c, x1 ≥ 1, x2 ≥ 1.

Phase I 为
min

x1,x2,s
s subject to x1 + x2 − c ≤ s, 1− x1 ≤ s, 1− x2 ≤ s.

由对称性令 x1 = x2 = a，最优点满足

2a− c = 1− a =⇒ a =
c+ 1

3
, p̄⋆ =

2− c
3

.

c = 3

a =
4

3
, p̄⋆ = −1

3
< 0.

点 (4/3, 4/3) 严格可行。

c = 1

a =
2

3
, p̄⋆ =

1

3
> 0.

三条约束不能同时满足。

自编数值例；判别依据参见 Boyd & Vandenberghe, §11.4.1
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最小化违反量之和
另一种 Phase I形式是

min
x,s

1⊤s

subject to fi(x) ≤ si, i = 1, . . . ,m,

Ax = b, s ⪰ 0.

(11.20)

对固定 x，si = max{fi(x), 0}，所以目标是总违反量。

最大违反量
min maxi fi(x) 倾向于平衡最严重的几个约束。

违反量之和
min

∑
i max{fi(x), 0}常产生稀疏违反：很多约束

完全满足，仅少量约束承担冲突。

当系统不可行时，后者有助于识别一个尽可能大的可行约束子集。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.1, Sum of infeasibilities
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例 11.4：两种 Phase I的结果
教材对一个不可行系统 Gx ⪯ h 取m = 100, n = 50：

最小最大违反量

bi − a⊤
i x

满足 39 条约束

最小违反量之和

bi − a⊤
i x

满足 79 条约束

图为教材结论的示意重绘。两种目标都确认不可行，但第二种更清楚地定位了冲突约束。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.1, Example 11.4 and Figure 11.9
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Phase I与 Phase II中心路径的连接
加入一个目标上界 f0(x) ≤M：

min
x,s

s

subject to fi(x) ≤ s, i = 1, . . . ,m,

f0(x) ≤M, Ax = b.

(11.21)

其中M > max{f0(x(0)), p⋆}。

s = 0

Phase I 中心路径

Phase II 中心路径

在 s = 0 处切换到 Phase II；此时 t =
1/(M − f0(x))，初始间隙不超过 m(M − p⋆)。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.1, Termination near the phase II central path and (11.22)
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不可行起点 Newton的 Phase I变体
把原问题等价写成

fi(x) ≤ s, Ax = b, s = 0.

对
min
x,s

t(0)f0(x)−
∑
i

log(s− fi(x)) subject to Ax = b, s = 0

使用不可行起点 Newton法。

可用任意 x 位于共同定义域内，并选 s > maxi fi(x)。

起点不满足 s = 0，但残差下降后最终会出现完整 Newton步。

此后 s = 0 且 x 严格可行，算法与标准障碍法相同。

局限
若原问题不可行，残差只会停在正值附近，难以给出可靠不可行停止准则。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.2, Phase I via infeasible start Newton method
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接近可行性边界时更困难
教材考虑参数化系统

Gx ⪯ h+ γ∆h.

数据构造为：γ > 0 时严格可行，γ < 0 时不可行，γ = 0 时可行但不严格。
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基本 Phase I

远离 γ = 0 时，用约几十个 Newton步即可
找到严格可行点或不可行证书。

不可行起点法
对明显严格可行的问题可能更快；当 γ ↓ 0
时，步数可能急剧上升。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.4.3, Figures 11.10–11.12
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

05
自协调复杂度



复杂度分析的假设
§11.5用 Lecture 03的自协调 Newton理论回答：增大 t后，中心化会不会越来越难？

两个假设

1. 对所有 t ≥ t(0)，函数
tf0 + ϕ

是闭的自协调函数。

2. 原问题的次水平集有界。

第二个假设保证中心化问题可解，并使相应 Hessian正定。

LP、QP、QCQP满足该框架。

障碍法在更一般问题上仍可能表现很好，但以下最坏复杂度界未必适用。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.1, self-concordance assumption
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熵问题的自协调改写
原问题

min
n∑

j=1

xj logxj subject to Fx ⪯ g, Ax = b

的自然目标加障碍不一定闭且自协调。显式加入定义域约束 x ⪰ 0：

min
∑
j

xj logxj subject to Fx ⪯ g, Ax = b, x ⪰ 0. (11.23)

于是
tf0 + ϕ = t

∑
j

xj logxj −
∑
j

logxj −
∑
i

log(gi − f⊤
i x).

作用
函数 ty log y − log y在 R++ 上自协调。冗余约束不改变原问题，却使复杂度理论适用。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.1, entropy maximization reformulation (11.23)
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GP的自协调改写

对每个单项式 ea
⊤
ikx+bik 引入上界 yik：

ea
⊤
ikx+bik ≤ yik ⇐⇒ a⊤

ikx+ bik − log yik ≤ 0.

凸形式 GP可改写为

min
K0∑
k=1

y0k

subject to
Ki∑
k=1

yik ≤ 1, i = 1, . . . ,m,

a⊤
ikx+ bik − log yik ≤ 0, yik ≥ 0.

原始 log-sum-exp 形式
障 碍 法 可 用

自协调性不明显

提升变量后的形式
目 标 线 性

标准障碍闭且自协调

引入 yik

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.1, geometric programming reformulation
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每次中心化的 Newton步数
闭且严格凸的自协调函数 q，从起点 x 求至规定 Newton精度所需步数满足

q(x)− q⋆

γ
+ c,

1

γ
=

20− 8α

αβ(1− 2α)2
, c ≈ 6. (11.24)

从 x⋆(t) 热启动求 x⋆(µt) 时，中心化目标差可估计为

µtf0(x
⋆(t)) + ϕ(x⋆(t))− µtf0(x⋆(µt))− ϕ(x⋆(µt)) ≤ m(µ− 1− logµ).

因此每次外层迭代至多需要
m(µ− 1− logµ)

γ
+ c (11.26)

个 Newton步。这个界与 t、变量维数 n和具体数据无关。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.2, equations (11.24)–(11.26)
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µ− 1− logµ

1 2 3 4 5
0

1

2

近 µ = 1 时约为 (µ − 1)2/2

µ

µ
−

1
−

lo
gµ

µ接近 1：单次中心化容易。

µ增大：单次中心化的理论上界
近似线性增长。

界虽然保守，却证明中心化难度
不会随 t→∞发散。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.2 and Figure 11.13
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总 Newton步数
把外层次数与每次中心化上界相乘：

N =

⌈
log(m/(t(0)ε))

logµ

⌉(
m(µ− 1− logµ)

γ
+ c

)
. (11.27)

关于精度
固定m,µ时，

N = O

(
log 1

ε

)
.

这对应至少线性收敛的最坏界。

关于 µ

µ ↓ 1 时外层次数大；µ很大时单次中心化界大。理
论最优值通常非常接近 1。

理论界用于说明可解性与维数依赖，不用于预测实际的几十次 Newton步。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.3, equation (11.27)
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理论上的
√
m 复杂度

取
µ = 1 +

1√
m
, (11.28)

利用
µ− 1− logµ ≤ 1

2m
, logµ ≥ log 2√

m
,

可得
N ≤

⌈√
m log2

m

t(0)ε

⌉( 1

2γ
+ c

)
= O

(√
m log 1

ε

)
. (11.29)

理论参数与实践参数
µ = 1+1/

√
m只用于改善最坏界；实际通常选明显更大的 µ，例如 10–20，并观察到更少的总 Newton步。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.3, Choosing µ as a function ofm
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可行性问题的复杂度
令

F = max
i
fi(0) > 0, G = max

i
∥∇fi(0)∥2,

并假设所有可行点位于半径 R的球中。通过添加一个冗余线性约束，可把 (x, s) = (0, s0) 放在 Phase I 中
心路径上，其中

s0 = mGR+ F.

若 Phase I 最优值为 p̄⋆ ̸= 0，判定可行或不可行所需 Newton步数至多具有量级

O

(√
m log m

2GR

|p̄⋆|

)
. (11.35)

难度参数
|p̄⋆|越小，系统越接近“严格可行与不可行”的分界，判定越困难。这与 §11.4的数值现象一致。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.4, feasibility problems and equation (11.35)
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Phase I与 Phase II的总复杂度
组合分析使用带两个冗余约束的 Phase I：

f0(x) ≤M, a⊤x ≤ 1.

若问题可行，Phase I 在 s = 0 处进入 Phase II 中心路径。

Phase I

NI = O

(√
m+ 2 log (m+ 1)(m+ 2)GR

|p̄⋆|

)
.

找到严格可行点或证实不可行。

Phase II

NII = O

(√
m+ 1 log (m+ 1)(M − p⋆)

ε

)
.

把间隙降至 ε。

总 Newton步数由 NI +NII 控制；问题接近可行性边界时，Phase I 项会变大。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.5, equations (11.36)–(11.37)
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复杂度结论的适用范围

理论给出的保证

每次中心化步数有与 t无关的统一上界；

精度代价按 log(1/ε) 增长；

恰当理论参数下得到
√
m量级。

数值实践中的现象

最坏界远高于实际步数；

Newton步数常随规模增长很慢；

单步线性代数往往决定总时间。

自协调改写是否在具体实现中更快，需要结合模型结构判断；其确定优势是能够获得严格复杂度证书。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.5.6, Summary
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

06
广义不等式与锥规划



广义不等式问题
考虑

min
x

f0(x)

subject to fi(x) ⪯Ki 0, i = 1, . . . , q,

Ax = b,

(11.38)

其中Ki ⊆ Rki 为 proper cone，fi 对Ki 凸。

KKT条件

Ax⋆ = b, fi(x
⋆) ⪯Ki 0,

λ⋆
i ⪰K∗

i
0, ∇f0(x⋆) +

∑
i

Dfi(x
⋆)⊤λ⋆

i +A⊤ν⋆ = 0,

(λ⋆
i )

⊤fi(x
⋆) = 0.

(11.39)

标量不等式是Ki = R+ 的特殊情形；SOCP与 SDP由其他锥产生。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6, problems with generalized inequalities
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广义对数函数
proper coneK 上的广义对数 ψ : intK → R 满足

ψ(sx) = ψ(x) + θ log s, s > 0,

其中 θ > 0 为 degree。定义还要求 ψ闭、严格凹且二阶连续可微；由对数齐次性可推出

∇ψ(x) ∈ intK∗, x⊤∇ψ(x) = θ. (11.40)

锥K 广义对数 ψ degree

Rk
+

∑k
j=1 logxj k

二阶锥 log(s2 − ∥y∥22) 2

Sp
+ log detX p

后续复杂度分析还需验证相应障碍 −ψ的自协调性；这不是“广义对数”定义本身的一部分。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, Examples 11.5–11.7
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三类锥的几何

x1

x2

R2
+

逐分量非负
y

s

|y| ≤ s

二阶锥截面，坐标等比例

X ⪰ 0
全部特征值非负

半正定锥

广义障碍在锥边界处发散，并使用锥的对偶结构生成对偶变量。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, Examples 11.5–11.7
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广义障碍与中心路径
令 ψi 是Ki 的广义对数，degree为 θi。定义

ϕ(x) = −
q∑

i=1

ψi(−fi(x)), domϕ = {x | fi(x) ≺Ki 0}.

中心点最小化
min
Ax=b

tf0(x) + ϕ(x)

并满足
t∇f0(x⋆(t)) +

∑
i

Dfi(x
⋆(t))⊤∇ψi(−fi(x⋆(t))) + A⊤ν̂ = 0. (11.41)

与标量情形的对应
Rm

+ 上取 ψ(s) =
∑

i log si，上式退化为普通对数障碍中心路径。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, logarithmic barrier and central path
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广义中心点的对偶间隙
定义

λ⋆
i (t) =

1

t
∇ψi(−fi(x⋆(t))), ν⋆(t) =

ν̂

t
. (11.42)

由 x⊤∇ψi(x) = θi，

(λ⋆
i (t))

⊤fi(x
⋆(t)) = −θi

t
. (11.43)

令

θ =

q∑
i=1

θi,

则原始—对偶间隙为
θ/t .

标量约束
每个约束 degree 1

总 degree m

锥 约 束
每个锥贡献 θi
总 degree θ

m⇝ θ

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, equations (11.42)–(11.43)
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例 11.8：SOCP障碍
SOCP

min f⊤x subject to ∥Aix+ bi∥2 ≤ c⊤i x+ di, i = 1, . . . , q

的障碍为

ϕ(x) = −
q∑

i=1

log
[
(c⊤i x+ di)

2 − ∥Aix+ bi∥22
]
. (11.45)

每个二阶锥的 degree为 2，故
θ = 2q, f0(x

⋆(t))− p⋆ ≤ 2q

t
.

严格内部
Newton线搜索必须维持

∥Aix+ bi∥2 < c⊤i x+ di.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, Example 11.8
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应用例 6：应急设施选址
为三个地点

a1 = (0, 0), a2 = (2, 0), a3 = (0, 2)

选择设施位置 x ∈ R2，最小化最远距离：

min
x,r

r subject to ∥x− ai∥2 ≤ r, i = 1, 2, 3.

这是含三个二阶锥约束的 SOCP。障碍为

−
3∑

i=1

log
(
r2 − ∥x− ai∥22

)
.

最优解

x⋆ = (1, 1), r⋆ =
√
2.

x1

x2

a1 a2

a3

x⋆

r⋆

横纵坐标单位长度一致。
自编设施选址例；SOCP障碍参见 Boyd & Vandenberghe, Example 11.8
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例 11.9：SDP障碍
考虑

min
x

c⊤x subject to F (x) = F0 +

n∑
j=1

xjFj ⪯ 0,

其中 Fj ∈ Sp。对半正定锥使用 log det：

ϕ(x) = − log det(−F (x)).

梯度

∂ϕ

∂xj
= − tr

(
F (x)−1Fj

)
= tr

(
(−F )−1Fj

)
.

对偶点与间隙

Z⋆(t) =
1

t
(−F (x⋆(t)))−1 ≻ 0, gap =

p

t
.

这里 degree等于矩阵阶数 p，而不是标量变量数 n。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.1, Example 11.9
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数值例 7：二维半正定设计
考虑

min
x1,x2

x1 + x2 subject to
[
x1 0
0 x2

]
−
[
1 0.6
0.6 1

]
⪰ 0.

半正定条件等价于
x1 ≥ 1, x2 ≥ 1, (x1 − 1)(x2 − 1) ≥ 0.36.

对称性给出

x⋆1 = x⋆2 = 1.6, p⋆ = 3.2.

严格内部的障碍为

− log((x1 − 1)(x2 − 1)− 0.36) .

x1

x2

(1.6, 1.6)

x
1 +

x
2
=
3.2

自编 SDP数值例；障碍与对偶点参见 Boyd & Vandenberghe, Example 11.9
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广义障碍法与 Phase I
普通障碍法中的m全部替换为总 degree θ：

停止条件 θ

t
< ε, 外层次数

⌈
log(θ/(t(0)ε))

logµ

⌉
.

广义 Phase I 选择 ei ≻Ki 0，求解

min
x,s

s

subject to fi(x) ⪯Ki sei, i = 1, . . . , q,

Ax = b.

最优值为负：得到严格锥可行点。

最优值为正：对偶点给出广义不等式系统的不可行证书。

最优值接近零：问题接近严格可行性的边界。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.2, barrier method and phase I
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教材数值例：SOCP与 SDP
§11.6.3对随机严格原始—对偶可行的 SOCP与 SDP使用障碍法。

小规模 SOCP

n = 50，q = 50，每个 Ai ∈ R5×50。初始间隙 100，
取不同 µ：

每次中心化所需 Newton步近似恒定；

µ ≥ 10 时总步数约几十次。

小规模与系列 SDP

小例中 x ∈ R100，矩阵阶数 p = 100。系列例

min1⊤x subject to A+ diag(x) ⪰ 0

把 n从 10增至 1000，平均 Newton步仅缓慢增长。

三类问题 LP、SOCP、SDP的外层曲线相似；差别主要体现在单步线性代数。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.3, Figures 11.15–11.20
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广义不等式的复杂度
若 tf0 + ϕ闭且自协调、次水平集有界，则

µtf0(x
⋆(t)) + ϕ(x⋆(t))− µtf0(x⋆(µt))− ϕ(x⋆(µt))

≤ θ(µ− 1− logµ).
(11.48)

所以每次中心化的 Newton步数不超过

θ(µ− 1− logµ)
γ

+ c.

统一结论
普通不等式的复杂度理论保持不变，只需将约束数m替换成锥障碍的总 degree θ。

SOCP每个锥贡献 2；p× p PSD锥贡献 p。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.4, complexity analysis via self-concordance
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对偶锥上的广义对数
令 ψ是K 上 degree为 θ的广义对数。定义其对偶广义对数

ψ̄(y) = inf
x≻K0

(
y⊤x− ψ(x)

)
, y ∈ intK∗. (11.49)

得到 Fenchel型不等式
ψ̄(y) + ψ(x) ≤ x⊤y, (11.50)

且等号成立当且仅当∇ψ(x) = y。

锥 对偶广义对数

二阶锥 原 log(s2 − ∥y∥2) 加常数
半正定锥 log detY + p，仍为 log-det形式

该不等式是证明广义中心化上界 (11.48)的关键。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.6.4, equations (11.49)–(11.52), Examples 11.12–11.13
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障碍法与原始—对偶方法

障碍法

外层更新 t，内层求中心点；

每个内层点保持原始可行；

中心化结束时构造对偶点；

适合解释中心路径与复杂度。

原始—对偶方法

只有一个迭代循环；

同时更新 x,λ,ν；

中间点可以原始或对偶不可行；

高精度时通常更快。

扰动 KKT 方程 障 碍 法
先消去 λ 再线性化

原始—对偶法
保留 λ，整体做 Newton 线性化

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7, introduction
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三个 KKT残差
令

f(x) =
[
f1(x) · · · fm(x)

]⊤
, Df(x) =

∇f1(x)
⊤

...
∇fm(x)⊤

 .
扰动 KKT残差写成

rt(x,λ,ν) =

rdual
rcent
rpri

 =

∇f0(x) +Df(x)⊤λ+A⊤ν
−diag(λ)f(x)− (1/t)1

Ax− b

 . (11.53)

对偶残差
驻点条件

中心性残差
扰动互补条件

原始残差
等式可行性

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.1, equation (11.53)
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原始—对偶搜索方向
对固定 t，在 fi(x) < 0、λ ≻ 0 的点线性化 rt = 0：∇2f0 +

∑
i λi∇2fi Df⊤ A⊤

−diag(λ)Df −diag(f) 0
A 0 0

∆x
∆λ
∆ν

 = −

rdual
rcent
rpri

 . (11.54)

若 rpri = 0，则

A∆x = 0,

所以任何步长都保持线性等式可行。

方向同时依赖当前原始变量与乘子。边界松弛和乘
子共同决定曲率与尺度。

实际实现通常先消去 ∆λ，再求具有 KKT结构的降维系统。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.1, equation (11.54)

MATH6015 ·内点法 原始—对偶内点法 75 / 97



与障碍法 Newton方向的比较
消去 ∆λ 后，原始—对偶方向满足[

Hpd A⊤

A 0

] [
∆xpd
∆νpd

]
= −

[
∇f0 +

∑
i

∇fi
−tfi

+A⊤ν

rpri

]
,

其中
Hpd = ∇2f0 +

∑
i

λi∇2fi +
∑
i

λi

−fi
∇fi∇f⊤

i . (11.56)

方向何时一致
当

−λifi(x) = 1/t, ∀i,
即当前点满足扰动互补条件时，Hpd = (1/t)Hbar，两种原始方向相同。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.1, equations (11.55)–(11.58)

MATH6015 ·内点法 原始—对偶内点法 76 / 97



代理对偶间隙
中间迭代点未必原始、对偶可行，无法直接计算真正对偶间隙。定义

η̂(x,λ) = −f(x)⊤λ, f(x) ≺ 0, λ ⪰ 0. (11.59)

若 rpri = rdual = 0，则

η̂ = f0(x)− g(λ,ν),

它就是真正的原始—对偶间隙。

与当前点对应的中心参数是

tcurrent =
m

η̂
.

算法取更大的目标值

t = µ
m

η̂
.

终止判断
需要同时检查 ∥rpri∥2、∥rdual∥2 与 η̂；只看代理间隙并不足够。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.2, surrogate duality gap (11.59)
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原始—对偶内点算法

Algorithm 11.2

给定 f(x) ≺ 0、λ ≻ 0、µ > 1、容差 εfeas, ε > 0：

1. 计算 η̂ = −f(x)⊤λ，取
t = µm/η̂.

2. 解线性系统 (11.54)，得到 (∆x,∆λ,∆ν)。

3. 通过回溯线搜索选择步长 s，更新

(x,λ,ν)← (x,λ,ν) + s(∆x,∆λ,∆ν).

当
∥rpri∥2 ≤ εfeas, ∥rdual∥2 ≤ εfeas, η̂ ≤ ε

时停止。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.3, Algorithm 11.2
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原始—对偶线搜索
先保证乘子正：

smax = min
{
1, min

∆λi<0

(
− λi

∆λi

)}
, s← 0.99smax.

再反复令 s← βs，直到
f(x+ s∆x) ≺ 0.

最后继续回溯，直到
∥rt(y + s∆y)∥2 ≤ (1− αs)∥rt(y)∥2.

乘子正性 不等式严格内部 总 KKT 残差充分下降

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.3, Line search

MATH6015 ·内点法 原始—对偶内点法 79 / 97



原始—对偶线搜索
先保证乘子正：
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{
1, min

∆λi<0

(
− λi

∆λi

)}
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f(x+ s∆x) ≺ 0.
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Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.3, Line search
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原始—对偶线搜索
先保证乘子正：

smax = min
{
1, min

∆λi<0

(
− λi

∆λi

)}
, s← 0.99smax.

再反复令 s← βs，直到
f(x+ s∆x) ≺ 0.

最后继续回溯，直到
∥rt(y + s∆y)∥2 ≤ (1− αs)∥rt(y)∥2.
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Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.3, Line search
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数值例 8：两变量标准 LP的中心对
考虑

min
x1,x2

x1 + 2x2 subject to x1 + x2 = 1, x ⪰ 0.

KKT扰动条件为
c+A⊤ν − λ = 0, x1 + x2 = 1, xiλi = 1/t.

解得下列中心原始—对偶对：

t x1 x2 λ1 λ2 gap = 2/t

1 0.6180 0.3820 1.6180 2.6180 2
10 0.9099 0.0901 0.1099 1.1099 0.2

当 t→∞，x⋆(t)→ (1, 0)，第二个非负约束活跃，其乘子趋向 1。

自编数值例；扰动 KKT结构参见 Boyd & Vandenberghe, §§11.2.2 and 11.7
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教材例：小规模 LP与 GP
教材用与 §11.3.2相同的 LP、GP数据测试原始—对偶方法：

µ = 10, α = 0.01, β = 0.5, ε = 10−8.

起点只要求不等式严格满足，并取
λ
(0)
i = −1/fi(x(0)),

使初始代理间隙为 100。

0 5 10 15 20 25 30
10−15

10−5

105

迭代次数

残
差

或
代

理
间

隙

η̂
rfeas

两类问题都在约二十余次迭代内把残差和间隙降至很小。Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.4, Small LP and GP; Figures 11.21–11.22
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教材例：LP规模增长
对 n = 2p的标准 LP系列，教材从

x(0) = 1, λ(0) = 1, ν(0) = 0

启动原始—对偶方法，以 ε = 10−8 终止。

101 102 103
10

20

30

40

50

等式数 p

迭
代

次
数

迭代数从约 15 增至 35，随规模近似对数
增长。

比较
虽然从不可行点起步、终止精度更高，原
始—对偶方法的迭代数仍与障碍法处于同
一数量级。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.7.4, A family of LPs; Figure 11.23
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KKT线性系统决定单步成本
障碍法中心化 Newton方程统一写成 [

H A⊤

A 0

] [
∆x
νnt

]
= −

[
g
0

]
, (11.60)

其中

H = t∇2f0 +
∑
i

∇fi∇f⊤
i

f2
i

+
∑
i

∇2fi
−fi

,

g = t∇f0 +
∑
i

∇fi
−fi

.

实现目标
避免形成和分解一个无结构的稠密 (n+ p)× (n+ p) 矩阵。应利用消元、稀疏、带状、块对角或对角加低
秩结构。

原始—对偶 Newton方程具有相同的 KKT骨架，以下结构同样适用。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8, equation (11.60)

MATH6015 ·内点法 实现 84 / 97



稀疏与对角加低秩

稀疏问题
若每个 fi 只依赖少量变量，则梯度、Hessian和 A
都稀疏。使用稀疏对称不定分解或消元树，可显著
减少填充。

可分目标和少量线性约束
若∇2f0 = D为对角矩阵，fi 仿射，则

H = D + UCU⊤.

可用矩阵求逆引理把 n维系统化为秩数维系统。

几条稠密约束通常只产生少量稠密行列，仍可在稀
疏分解中专门处理。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8, Sparse problems; separable objective and few linear constraints
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标准形式 LP的消元
对

min c⊤x subject to Ax = b, x ⪰ 0,

中心化目标为 tc⊤x−
∑

j logxj。令X = diag(x)，Newton系统是[
X−2 A⊤

A 0

] [
∆x
ν

]
=

[
−tc+X−11

0

]
.

先消去 ∆x：
∆x = −tX2c+ x−X2A⊤ν,

再解 Schur 补系统
AX2A⊤ν = −tAX2c+ b .

A满行秩时 AX2A⊤ ≻ 0，可用 Cholesky；若 A稀疏，Schur补通常也可稀疏处理。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.1, Standard form linear programming
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数值例 9：标准 LP的一次消元
取

A =
[
1 1

]
, b = 1, c =

[
1
2

]
, x =

[
0.6
0.4

]
, t = 1.

此时
X2 = diag(0.36, 0.16), AX2A⊤ = 0.52,

且
−tAX2c+ b = −(0.36 + 0.32) + 1 = 0.32.

故
νnt = 0.61538,

∆x = −X2c+ x−X2A⊤νnt =

[
0.01846
−0.01846

]
.

检查 A∆x = 0：Newton方向自动保持 x1 + x2 = 1。

自编数值例；消元公式参见 Boyd & Vandenberghe, §11.8.1
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ℓ1 逼近转化为 LP

min
x
∥Ax− b∥1

引入 y ∈ Rm：
min
x,y

1⊤y

subject to Ax− b ⪯ y,

− (Ax− b) ⪯ y.

令
D1 = diag(b−Ax+ y)−2, D2 = diag(−b+Ax+ y)−2.

消去 ∆y 后，∆x 满足
A⊤DA∆x = −A⊤g, (11.61)

其中
D = 4D1D2(D1 +D2)

−1 = 2
(
diag(y)2 + diag(b−Ax)2

)−1
.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.2, ℓ1-norm approximation
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ℓ1 内点步是加权最小二乘
方程 (11.61)正是加权最小二乘的正规方程：

min
∆x

∥∥∥D1/2(A∆x+D−1g
)∥∥∥2

2
.

当前残差
b − Ax

障碍产生权重
D 随迭代改变

解一次加权最小二乘
得到 ∆x

若 A是稀疏矩阵、卷积算子或快速变换，结构可以在每次加权最小二乘中复用。

ℓ1 拟合的成本可理解为“少量权重变化的最小二乘求解”。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.2, weighted least-squares interpretation
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应用例 10：稳健传感器标定
五次标定观测为

a = (1, 2, 3, 4, 5), b = (1.1, 1.9, 3.2, 3.9, 9.0).

最后一个观测含明显离群误差。比较

min
θ
∥aθ − b∥22 与 min

θ
∥aθ − b∥1.

两种斜率

θLS =
a⊤b

a⊤a
=

75.1

55
= 1.3655, θℓ1 = 1.0667.

ℓ1 解是比值 bi/ai 关于权重 ai 的加权中位数，受离群点
影响较小。

ℓ1 的内点步反复求解

a⊤Da∆θ = −a⊤g,

1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

a

b

观测
ℓ1，θ = 1.0667

LS，θ = 1.3655

自编标定例；实现结构参见 Boyd & Vandenberghe, §11.8.2

MATH6015 ·内点法 实现 90/ 97



SDP的 Newton系统
对

min c⊤x subject to F (x) =
n∑

i=1

xiFi +G ⪯ 0,

令 S = −F (x) ≻ 0。中心化目标为
tc⊤x− log detS.

Newton方程H∆x = −g 中

Hij = tr(S−1FiS
−1Fj), gi = tci + tr(S−1Fi).

稠密情形的主要量级
形成和求解系统的量级由

max{np3, n2p2, n3}
控制。共同块对角结构可以逐块利用；一般稀疏 Fi 并不保证 Hessian稀疏。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.3, semidefinite programming in inequality form
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应用例 11：协方差上界设计
设两个传感器的误差耦合矩阵为

B =

[
1 0.6
0.6 1

]
.

设计对角预算 diag(x) 使
diag(x)−B ⪰ 0

并最小化 x1 + x2。这是前述最优解 (1.6, 1.6) 的 SDP。

令
S = diag(x)−B.

在严格可行点 x = (2, 2)，

S−1 =
1

0.64

[
1 0.6
0.6 1

]
=

[
1.5625 0.9375
0.9375 1.5625

]
.

由于 Fi = −Eii，

Hij = (S−1
ij )2.

所以

H =

[
2.4414 0.8789
0.8789 2.4414

]
.

一个矩阵逆同时给出整个 Hessian。

自编传感器设计例；特殊结构公式参见 Boyd & Vandenberghe, §11.8.3
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网络速率优化
固定每条流的路径，令 A ∈ {0, 1}L×n 为“链路—流”关联矩阵：

Aℓj = 1 ⇐⇒ 流 j 经过链路 ℓ.

问题为

max
x

n∑
j=1

Uj(xj) subject to Ax ⪯ c, x ⪰ 0. (11.62)

中心化 Hessian具有
H = D0 +A⊤D1A+D2,

其中
D0 = −tdiag(U ′′

j (xj)), D1 = diag(c−Ax)−2, D2 = diag(x)−2.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.4, network rate optimization
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网络结构决定 Hessian稀疏性

A

B

C

D

ℓ1 ℓ2

ℓ3 ℓ4

流 1

流 2

流 3

Hij ̸= 0 ⇐⇒ 流 i, j 共享某条链路.

短路径、每条链路承载少量流时，H 稀疏。也可

用矩阵求逆引理转为 L× L系统；此时两个链路
共享某条流才产生非零耦合。

应在 n× n的“流耦合系统”和 L× L的“链路耦合系统”之间选择更小、更稀疏者。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8.4, sparsity patterns and matrix inversion lemma
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数值例 12：三条流、两条链路
取

A =

[
1 1 0
0 1 1

]
, c =

[
3
2.5

]
, Uj(xj) = logxj .

问题
max
x≻0

logx1 + logx2 + logx3 subject to x1 + x2 ≤ 3, x2 + x3 ≤ 2.5.

两个容量约束在最优点均活跃。令 x1 = 3− x2、x3 = 2.5− x2，一阶条件为

− 1

3− x2
+

1

x2
− 1

2.5− x2
= 0.

数值解
x⋆ = (2.0946, 0.9054, 1.5946) .

共享两条链路的流 2获得较小速率；稀疏矩阵 A直接编码这种竞争关系。

自编网络数值例；模型与 Hessian结构参见 Boyd & Vandenberghe, §11.8.4
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选择原始系统还是 Schur补

结构 优先考虑 原因

p≪ n，H−1 易算 p× p Schur补 消去 ∆x，系统明显降维
n≪ p或 Schur补变
稠密

原始 KKT系统 避免形成稠密 AH−1A⊤

带状/块对角
Hessian

结构化直接分解 保持局部耦合，减少填充

网络或图模型 比较流系统与链路系统 选择维数更小、图更稀疏的一侧
SDP共同块结构 按块形成逆与 Hessian 矩阵运算可并行，避免大稠密块

线性方程的数学等价形式很多；数值实现应根据维数、稀疏模式和条件数选择。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §11.8 and §§9.7, 10.4
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第 11章的结构

中心路径与证书

对数障碍把不等式变为光滑目标；

中心点同时生成对偶可行点；

m/t或 θ/t给出可验证误差界。

初始化与复杂度
Phase I 找严格可行点或证实不可行。自协调性给
出每次中心化的统一界和 O(

√
m log(1/ε)) 型最坏

复杂度。

锥与原始—对偶方法
普通障碍扩展到正交锥、二阶锥与半正定锥。原始
—对偶方法同时更新原始变量与乘子，通常更适合
高精度计算。

实现
实际时间主要花在线性系统。LP消元、ℓ1 加权最
小二乘、SDP块结构和网络稀疏图决定单步成本。

Lecture 07：统计估计
最大似然、maximum entropy、协方差估计与实验设计将产生 log-sum-exp、entropy、log-det及 conic
models；本讲的 primal–dual certificates与 KKT求解器为这些模型提供计算基础。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, Chapter 11, §§11.1–11.8
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