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本讲内容

回顾、问题与假设 §9.1

前序知识、最优性、Hessian 上下界与条件数

下降框架 §9.2

方向、步长、精确线搜索与回溯线搜索

一阶方法 §§9.3–9.4

梯度法、一般范数下的最速下降与预条件

二阶方法 §9.5

Newton 步、Newton decrement 与两阶段收
敛

自协调函数 §9.6

用仿射不变条件分析 Newton 法，
得到不含未知常数的复杂度界。

实现 §9.7

线搜索预计算、Cholesky 分解、带
状/稀疏/低秩结构。

主线：如何选择方向与步长；
性能：条件数、局部曲率与结构；
实现：迭代次数与单步代价同时考虑。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, Chapter 9, §§9.1–9.7
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

01
前序知识与应用



与前序课程的连接

数学基础
向量与矩阵维度；梯度、Hessian
与 Taylor 展开

Lectures 01A–01C
凸集、凸函数、最优性条件与问题
变换

Lecture 02
最小二乘、范数、正则化以及残差
的工程含义

已有应用
标定、稳健回归、输入设计、信号
平滑、生产与网络流

Chapter 9
如何选择方向与步长

如何利用曲率与稀疏结构

第 9 章将前面建立的模型与微分工具转化为可实现、可分析的数值算法。
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如何利用曲率与稀疏结构

第 9 章将前面建立的模型与微分工具转化为可实现、可分析的数值算法。

课程内部回顾；Boyd & Vandenberghe, Chapters 2–4, 6, and 9
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微分与维度
设 f : Rn → R，搜索方向 v ∈ Rn。后续推导反复使用

∇f(x) ∈ Rn, ∇2f(x) ∈ Sn,
d

dt
f(x+ tv)

∣∣∣∣
t=0

= ∇f(x)⊤v.

二阶局部模型

f(x+ v) ≈ f(x) +∇f(x)⊤v +
1

2
v⊤∇2f(x)v.

梯度给出一阶变化；Hessian 描述方向之间的曲率耦合。

仿射复合
若 f(x) = h(Ax+ b)，则

∇f(x) = A⊤∇h(Ax+ b),

∇2f(x) = A⊤∇2h(Ax+ b)A.

其中 A ∈ Rm×n，两式的输出维度分别为 n
与 n× n。

Lecture 00 calculus review; Boyd & Vandenberghe, Appendix A.4
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凸性与最优性

本讲直接调用的结论
在开凸定义域内，取 x⋆ ∈ dom f，并令m > 0：

f 凸且可微 : ∇f(x⋆) = 0⇐⇒ x⋆ 全局最优,

f 二阶可微 : f 凸⇐⇒ ∇2f(x) � 0,

∇2f(x) � mI : f 强凸；若最优点存在，则唯一。

若mI � ∇2f(x) �MI，则比值M/m同时控制几何扁长
程度与一阶方法的收敛速度。 x⋆

x

∇f(x)

−∇f(x)

凸性把局部微分信息转化为全局结论。

Lecture 01B, first- and second-order conditions
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已有模型如何进入本讲

前序课程中的模型 进入第 9 章后的形式 本讲关注的问题

标定与最小二乘 光滑凸二次函数 条件数、步长与 Newton 一步求解
稳健回归 可微罚函数之和 下降方向与回溯线搜索
Tikhonov、输入设计、信
号平滑

二次目标，常带 Toeplitz 或带
状结构

预条件与单步计算成本

生产计划、网络流 线性约束加对数障碍 自协调 Newton 法与稀疏线性代数
几何规划的凸形式 log-sum-exp 与仿射复合 梯度、Hessian 及数值稳定性

同一应用会在不同章节再次出现：模型不变，观察重点从“是否凸、如何表示”转向“如何高效求解”。

课程内部回顾：Lectures 01–02
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应用例 1：传感器标定
测量模型为 zi = c+ gti + ϵi。取 t = (0, 1, 2)、z = (1, 2, 2)，则

A =

1 0
1 1
1 2

 , b =

12
2

 , x =

[
c
g

]
, f(x) =

1

2
‖Ax− b‖22.

∇f(x) = A⊤(Ax− b), ∇2f = A⊤A =

[
3 3
3 5

]
.

从 x(0) = 0 出发，Newton 方程给出

x(1) = (A⊤A)−1A⊤b =

[
7/6
1/2

]
= x⋆.

凸二次问题的精确 Newton 步一次到达最优点。

t

z

z = 7
6 + 1

2 t

A : R2 → R3；残差属于 R3。

MATH6015 ·无约束优化 前序知识与应用 7 / 104



应用例 1：传感器标定
测量模型为 zi = c+ gti + ϵi。取 t = (0, 1, 2)、z = (1, 2, 2)，则

A =

1 0
1 1
1 2

 , b =

12
2

 , x =

[
c
g

]
, f(x) =

1

2
‖Ax− b‖22.

∇f(x) = A⊤(Ax− b), ∇2f = A⊤A =

[
3 3
3 5

]
.

从 x(0) = 0 出发，Newton 方程给出

x(1) = (A⊤A)−1A⊤b =

[
7/6
1/2

]
= x⋆.

凸二次问题的精确 Newton 步一次到达最优点。

t

z

z = 7
6 + 1

2 t

A : R2 → R3；残差属于 R3。

MATH6015 ·无约束优化 前序知识与应用 7 / 104



应用例 1：传感器标定
测量模型为 zi = c+ gti + ϵi。取 t = (0, 1, 2)、z = (1, 2, 2)，则

A =

1 0
1 1
1 2

 , b =

12
2

 , x =

[
c
g

]
, f(x) =

1

2
‖Ax− b‖22.

∇f(x) = A⊤(Ax− b), ∇2f = A⊤A =

[
3 3
3 5

]
.

从 x(0) = 0 出发，Newton 方程给出

x(1) = (A⊤A)−1A⊤b =

[
7/6
1/2

]
= x⋆.

凸二次问题的精确 Newton 步一次到达最优点。 t

z

z = 7
6 + 1

2 t

A : R2 → R3；残差属于 R3。

自编数值例；延续 Lectures 01–02 的标定与最小二乘模型
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

02
问题与基本假设



无约束优化

基本问题

minimize
x∈dom f

f(x),

其中 dom f ⊆ Rn 为开集，f : dom f → R 为凸、
二阶连续可微函数，并假设最优解存在。

p⋆ = f(x⋆), x⋆ 最优 ⇐⇒ ∇f(x⋆) = 0.

一般不能解析求解 n个非线性方程∇f(x) = 0，
因此构造迭代序列。

x

f(x)

x⋆

x

凸性把“驻点”与“全
局最优点”连接起来。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1, equations (9.1)–(9.2)
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迭代序列与起点

最小化序列（minimizing sequence）

x(0),x(1), . . . ∈ dom f, f(x(k)) −→ p⋆.

当
f(x(k))− p⋆ ≤ ε

时，称 x(k) 为 ε-次优解。

起点需满足 x(0) ∈ dom f，并要求初始次水平集

S = {x ∈ dom f | f(x) ≤ f(x(0))}

闭合。若将 f 在 dom f 外延拓为 +∞后是闭函
数，该条件自动成立；特别地，dom f = Rn 且 f
连续时成立。

S

x(0)

x(1)

x(2)

x⋆

下降方法始终留在初始次水平集内。
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S

x(0)
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下降方法始终留在初始次水平集内。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1, equation (9.3)
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二次问题与最小二乘

凸二次函数

min
x∈Rn

1

2
x⊤Px+ q⊤x+ r, P � 0.

最优性条件为
Px⋆ = −q.

若 P � 0，解唯一且 x⋆ = −P−1q；若方程无解，问题
无下界。

最小二乘是特例

min
x
‖Ax− b‖22, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

展开后二次项为A⊤A，一阶条件给出正规方程

A⊤Ax⋆ = A⊤b.

Newton 法正是反复最小化当前位置的二次模
型；二次问题因而是后续方法的基准。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.1, equation (9.4)
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非二次原型

无约束几何规划的凸形式

f(x) = log
(

m∑
i=1

exp(a⊤
i x+ bi)

)
,

dom f = Rn.

梯度是 ai 的 softmax 加权平均；一般没有解析驻
点。

仿射得分 a⊤
i x + bi

指数与求和

log
∑

i e
a⊤
i x+bi

线性不等式的解析中心

f(x) = −
m∑
i=1

log(bi − a⊤
i x),

dom f = {x | a⊤
i x < bi, i = 1, . . . ,m}.

靠近任一边界时 f(x)→ +∞，因此算法必须从严
格可行点出发。

解析中心

边界对应对数障碍趋于无穷

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.1, equations (9.5) and the preceding geometric-program example
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矩阵不等式的解析中心
设

F (x) = F0 + x1F1 + · · ·+ xnFn, Fi ∈ Sp.

解析中心问题为

min
x
− log detF (x), dom f = {x | F (x) � 0}.

起点必须满足 F (x(0)) � 0。最小特征值趋于零时，
− log detF = −

∑
j logλj(F ) 急剧增大。

变量与维度
x ∈ Rn 是参数；F (x) ∈ Sp 是矩阵输出；正定约束控制全
部 p个特征值。

参 数
x ∈ Rn

仿射矩阵
F (x) ∈ Sp

势函 数
− log detF (x)

F0 +
∑

i xiFi

特征值/行列式

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.1, equation (9.6)
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应用例 2：二维 LMI的解析中心
考虑仿射矩阵不等式

x = (x1, x2)
⊤, F (x1, x2) =

[
2 + x1 x2
x2 2− x1

]
� 0.

两个特征值为
2±

√
x21 + x22,

且 detF = 4− x21 − x22，所以

dom f = {x | ‖x‖2 < 2}, f(x) = − log(4− ‖x‖22).

解析中心 x⋆ = 0 同时使最小特征值与行列式最大。
x1

x2

x⋆

λmin(F ) > 0

圆周上 detF = 0；障碍趋于无穷
自编数值例；延续 Lecture 01A 的 LMI 与正定矩阵
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强凸性
由于本讲的 f 为凸函数，初始次水平集 S 也是凸
集。若在 S 上存在m > 0 使

∇2f(x) � mI, x ∈ S,

则 f 在 S 上强凸。由 Taylor 展开得到

f(y) ≥ f(x)+∇f(x)⊤(y−x)+m

2
‖y−x‖22. (9.8)

与普通凸性的一阶下界相比，多出的二次项给出
可量化的曲率。

y

f(y)

x

f(y)

二次下界

一阶下界

f ′′(y) = 0.92, m = 0.5

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, equations (9.7)–(9.8); exact one-dimensional illustration
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梯度给出的次优性界
对固定 x，式 (9.8) 的右端关于 y 是凸二次函数，在

ỹ = x− 1

m
∇f(x)

处取最小值。因此，对任意 y ∈ S，

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x) +
m

2
‖y − x‖22

≥ f(x)− 1

2m
‖∇f(x)‖22.

令 y = x⋆，得到

f(x)− p⋆ ≤ 1

2m
‖∇f(x)‖22 .

于是
‖∇f(x)‖2 ≤

√
2mε =⇒ f(x)− p⋆ ≤ ε.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, equations (9.9)–(9.10)
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距离界与唯一性
将强凸下界用于 y = x⋆：

p⋆ ≥ f(x) +∇f(x)⊤(x⋆ − x) +
m

2
‖x⋆ − x‖22.

结合 p⋆ ≤ f(x) 与 Cauchy–Schwarz 不等式，得到

‖x− x⋆‖2 ≤
2

m
‖∇f(x)‖2 . (9.11)

解释
梯度小不仅意味着目标值接近最优，也限制了变量
离最优点的距离。

推论
若存在两个最优点，将任一个代入距离界都得到二
者距离为零；故强凸问题的最优解唯一。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, equation (9.11)
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Hessian的双侧界
强凸性使 S 有界；∇2f 连续，因此存在M <∞使

mI � ∇2f(x) �MI, x ∈ S. (9.15)

相应地，对 x,y ∈ S，

f(x) +∇f(x)⊤(y − x) +
m

2
‖y − x‖22 ≤ f(y)

≤ f(x) +∇f(x)⊤(y − x) +
M

2
‖y − x‖22.

最小化上界还得到
f(x)− 1

2M
‖∇f(x)‖22 ≥ p⋆.

后续用途
m控制“至少有多弯”，M 控制“至多有多弯”；二者共同决定一阶方法的收敛速度。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, equations (9.12)–(9.15)
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条件数的几何含义
若mI � ∇2f(x) �MI，则 Hessian 条件数至多为

κ =
M

m
.

对有界、满维凸集 C，定义方向 q（‖q‖2 = 1）上的
宽度

W (C, q) = sup
z∈C

q⊤z − inf
z∈C

q⊤z.

集合条件数为

cond(C) =
W 2

max
W 2

min
.

Wmin
Wmax

偏心程度越大，条件数越大

各方向宽度接近，条件数接近 1

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, condition number of sublevel sets
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例 9.1：椭球的条件数
设

E = {x | (x− x0)
⊤A−1(x− x0) ≤ 1}, A ∈ Sn

++.

沿单位方向 q 的宽度为
W (E, q) = 2‖A1/2q‖2.

因此
Wmin = 2

√
λmin(A), Wmax = 2

√
λmax(A),

cond(E) =
λmax(A)

λmin(A)
= κ(A) .

关系
矩阵 A的谱条件数与它所定义椭球的几何偏心程度完全一致。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, Example 9.1
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应用例 3：岭回归改善条件数
延续 Lecture 02 的 Tikhonov 正则化。令

A =

[
1 0
0 0.1

]
, fλ(x) =

1

2
‖Ax− b‖22 +

λ

2
‖x‖22.

未正则化：λ = 0

∇2f0 = A⊤A =

[
1 0
0 0.01

]
,

κ(∇2f0) = 100.

低敏感方向的曲率很小，梯度法容易产生狭长锯齿路径。

x1

x2

半轴比 10
κ = 102
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应用例 3：岭回归改善条件数
延续 Lecture 02 的 Tikhonov 正则化。令

A =

[
1 0
0 0.1

]
, fλ(x) =

1

2
‖Ax− b‖22 +

λ

2
‖x‖22.

加入正则化：λ = 0.1

∇2f0.1 = A⊤A+ 0.1I =

[
1.1 0
0 0.11

]
,

κ(∇2f0.1) = 10.

正则化同时改变估计偏差与数值条件；二者需要共同权衡。

x1

x2

半轴比
√
10

κ = 10

自编数值例；延续 Lecture 02 的 Tikhonov regularization
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次水平集的球夹逼
对 p⋆ < α ≤ f(x(0))，令

Cα = {y ∈ dom f | f(y) ≤ α}.

在最优点 x⋆ 处应用上下二次界：

p⋆ +
m

2
‖y − x⋆‖22 ≤ f(y) ≤ p⋆ +

M

2
‖y − x⋆‖22.

于是
Bin ⊆ Cα ⊆ Bout,

两球半径分别为

rin =

√
2(α− p⋆)

M
, rout =

√
2(α− p⋆)

m
.

x⋆

Bout

Cα

Bin

cond(Cα) ≤
M

m
.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, sublevel-set conditioning; qualitative redraw
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理论常数的局限

理论上
给定m,M 可证明：

小梯度对应小次优性；

梯度法至少线性收敛；

条件数M/m影响迭代次数。

实际中
m,M 往往未知，因此

‖∇f(x)‖2 ≤
√
2mε

通常不能直接作为可验证的精确停止准则。

强凸性与 Hessian 界
未知 m,M,L

梯度法与 Newton 法
可证明收敛

§9.6 自协调性
仿射不变且无未知常数

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.1.2, “The strong convexity constants”
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

03
下降方法与线搜索



方向与步长
下降方法按

x(k+1) = x(k) + t(k)∆x(k), t(k) > 0

更新。

∆x(k) ∈ Rn：搜索方向（search direction）；

t(k)：步长（step size）；

实际位移为 t(k)∆x(k)，其欧氏长度一般不等
于 t(k)。

∆x(k)

t(k)∆x(k)

x(k)

x(k+1)

下降性质
除最优点外，要求 f(x(k+1)) < f(x(k))，故全部迭代点留在初始次水平集 S 内。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2
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下降方向
由凸性，

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)⊤(y − x).

要使足够小的正步长产生下降，搜索方向必须满
足

∇f(x)⊤∆x < 0 .

这等价于 ∆x 与负梯度 −∇f(x) 的夹角小于 90◦。

边界情形
若内积为零，方向是一阶切向方向；一阶模型不
能保证严格下降。

x

∇f(x)

∆x

切向

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, descent direction
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一般下降方法

Algorithm 9.1

给定 x ∈ dom f，重复：

1. 选择下降方向 ∆x，满足∇f(x)⊤∆x < 0；

2. 通过线搜索选择步长 t > 0；

3. 更新 x← x+ t∆x；

4. 检查停止准则。

计算方向
∆x

线搜 索
t > 0

更 新
x ← x + t∆x

问题 不同算法的核心差别分别落在“方向”和“步长”的哪一部分？

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, Algorithm 9.1
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精确线搜索
固定当前位置与方向，将高维目标限制在定义域内的射线上：

T = {t ≥ 0 | x+ t∆x ∈ dom f}, ϕ(t) = f(x+ t∆x), t ∈ T .

若最小值能够达到，精确线搜索（exact line search）取

texact ∈ argmin
s∈T

f(x+ s∆x). (9.16)

x

x + t∆x

x + texact∆x

t

ϕ(t)

texact

适用于一维子问题便宜或存在解析解的情形；§9.7.1 讨论如何预计算以降低代价。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, equation (9.16)
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回溯线搜索

Algorithm 9.2

给定下降方向 ∆x，参数 0 < α < 1/2、0 < β < 1：

1. 令 t← 1；

2. 当 x+ t∆x /∈ dom f，或

f(x+ t∆x) > f(x) + αt∇f(x)⊤∆x

时，令 t← βt；

3. 返回第一个满足充分下降条件的 t。

候选步长 t

充分下降成立？

t ← βt

接受

否

是

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, Algorithm 9.2
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Armijo充分下降条件
令

ϕ(t) = f(x+ t∆x),

ϕ′(0) = ∇f(x)⊤∆x < 0.

线性预测为 ϕ(0) + tϕ′(0)，回溯仅要求达
到其中 α比例：

ϕ(t) ≤ ϕ(0) + αtϕ′(0).

图中取 α = 0.35, β = 0.7。步长 1, β, β2

依次测试；前两个被拒绝，β2 被接受。

t

ϕ(t)

ϕ(0) + αtϕ ′
(0)

线
性
预
测

1ββ2

×

×

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, Figure 9.1; qualitative redraw
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应用例 4：稳健位置估计
用一个常数 x拟合三个观测 y = (0, 1, 8)；第三个观测是离群点。比较

fLS(x) =
1

2

3∑
i=1

(x− yi)2, fH(x) =
3∑

i=1

ϕ1(x− yi),

其中 ϕ1(r) =
1
2
r2（|r| ≤ 1），否则 ϕ1(r) = |r| − 1

2
。

平方损失

x⋆LS = 3, f ′
LS(0) = −9.

若取方向 d = −f ′(0) = 9，精确线搜索返回
t⋆ = 1/3。平方损失中，单个样本的梯度贡献随残
差线性增长。

Huber损失

x⋆H = 1, f ′
H(0) = −2.

此时 d = 2，精确线搜索返回 t⋆ = 1/2；大残差的
导数被限制在 [−1, 1]。

x
y1 y2 y3（离群）

平方损失：x⋆ = 3
Huber：x⋆ = 1

Huber 损失为 C1 但并非处处 C2。梯度法与线搜索仍可使用；标准 Newton 分析需平滑近似或广义 Hessian。

自编数值例；延续 Lecture 02 的 robust regression
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回溯为何终止
由于 ∆x 是下降方向，

f(x+ t∆x) = f(x) + t∇f(x)⊤∆x+ o(t).

当 t > 0 足够小时，且 0 < α < 1，必有

f(x+ t∆x) < f(x) + αt∇f(x)⊤∆x.

因此回溯在有限次缩步后终止。若满足条件的步长区间是 (0, t0]，返回值满足

t = 1 或 t ∈ (βt0, t0], t ≥ min{1, βt0}.

有边界的定义域
先缩步直到 x+ t∆x ∈ dom f，再检验充分下降。

常用参数
教材建议 α ∈ [0.01, 0.3]，β ∈ [0.1, 0.8]。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.2, backtracking-line-search discussion
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应用例 5：物流容量与回溯
总需求为 10，两条并行线路的流量分别为 x与 10− x，且容量均为 8，故严格可行域为 2 < x < 8。以障
碍参数 µ = 0.2 构造

fµ(x) =
1

2
x2 + 0.1(10− x)2 − 0.2 log(x− 2)− 0.2 log(8− x).

在 x(0) = 2.3 处，f ′
µ(x

(0)) = 0.1284。取下降方向 d = −1，α = 0.1、β = 0.5。

先检查定义域
t = 1 与 t = 0.5 分别给出 x = 1.3, 1.8，跨过容量
边界 x = 2，无需评价对数项，直接缩步。

再检查 Armijo条件

t = 0.25, 0.125, 0.0625 均可行但下降不足；
t = 0.03125 首次满足充分下降条件。

x(0) = 2.3，方向 d = −1

t = 1, 0.5：越过 x = 2 定义域拒绝

t = .25, .125, .0625：可行 Armijo 拒绝

t = .03125：充分下降 接受
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自编数值例；容量约束用于区分定义域检查与 Armijo 检查
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

04
梯度下降法



梯度法
欧氏范数下最自然的方向是负梯度：

∆x = −∇f(x), ∇f(x)⊤∆x = −‖∇f(x)‖22.

当∇f(x) 6= 0 时该内积严格为负；若梯度为零，则已满足驻点停止条件。

Algorithm 9.3

给定 x ∈ dom f，重复：

1. ∆x← −∇f(x)；
2. 用精确或回溯线搜索选择 t；

3. x← x+ t∆x；

4. 当 ‖∇f(x)‖2 ≤ η时停止。

x

∇f

−∇f

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3, Algorithm 9.3
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应用例 6：信号平滑的一步更新
Lecture 02 的二次平滑在三个采样点上的最小模型为

f(x) =
1

2
‖x− y‖22 +

λ

2
‖Dx‖22, y =

01
0

 , D =
[
1 −2 1

]
, λ =

1

4
.

从观测本身 x(0) = y 出发，

∇f(x(0)) = λD⊤Dy =

−0.51
−0.5

 .
取 t = 0.4，得到

x(1) = x(0) − t∇f(x(0)) =

0.20.6
0.2

 ,
且 f(x(0)) = 0.50 降至 f(x(1)) = 0.20。

i

信号值

y = x(0)

−t∇f

x(1)
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f(x) =
1

2
‖x− y‖22 +

λ

2
‖Dx‖22, y =
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0
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[
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]
, λ =

1

4
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且 f(x(0)) = 0.50 降至 f(x(1)) = 0.20。

i

信号值

y = x(0)

−t∇f

x(1)

自编数值例；延续 Lecture 02 的 quadratic smoothing
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沿负梯度的二次上界
假设mI � ∇2f(x) �MI 于 S，并令

f̃(t) = f(x− t∇f(x)).

由 Hessian 上界，

f̃(t) ≤ f(x)− t‖∇f(x)‖22 +
Mt2

2
‖∇f(x)‖22. (9.17)

右端关于 t的二次函数在 t = 1/M 处最小，因此精确线搜索至少达到

f(x+) ≤ f(x)− 1

2M
‖∇f(x)‖22.

曲率上界 M 安全参考步长 1/M 至少下降 ‖∇f‖2/(2M)

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.1, equation (9.17)
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精确线搜索的线性收敛
由强凸性得到

‖∇f(x)‖22 ≥ 2m(f(x)− p⋆).
代入单步下降界：

f(x+)− p⋆ ≤
(
1− m

M

)
(f(x)− p⋆).

递推可得
f(x(k))− p⋆ ≤ ck(f(x(0))− p⋆), c = 1− m

M
< 1. (9.18)

达到 ε-次优所需迭代次数满足

k ≥ log((f(x(0))− p⋆)/ε)
log(1/c) . (9.19)

当M/m很大时，log(1/c) ≈ m/M，迭代次数随条件数近似线性增长。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.1, equations (9.18)–(9.19)
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回溯线搜索的收敛界
当 0 ≤ t ≤ 1/M 时，式 (9.17) 给出

f̃(t) ≤ f(x)− t

2
‖∇f(x)‖22 ≤ f(x)− αt‖∇f(x)‖22.

因此回溯返回
t = 1 或 t ≥ β

M
,

并且
f(x+) ≤ f(x)−min

{
α,
αβ

M

}
‖∇f(x)‖22.

结合强凸性：
f(x(k))− p⋆ ≤ ck(f(x(0))− p⋆),

c = 1−min
{
2mα,

2αβm

M

}
< 1.

回溯仍保证线性收敛，条件数仍进入收敛因子。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.1, backtracking-line-search analysis
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条件数与锯齿

Q = I, κ = 1 Q = diag(1, 25), κ = 25

同一欧氏梯度规则的两种几何
等高线接近圆时，负梯度直接指向中心；狭长等高线使方向在陡峭轴两侧来回切换，沿平缓轴推进很慢。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, Figures 9.2 and 9.7–9.8; qualitative redraw
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二维二次问题
考虑

f(x1, x2) =
1

2
(x21 + γx22), x(0) = (γ, 1), γ > 0.

最优点为 0，条件数为

κ =
max{1, γ}
min{1, γ} = max{γ, 1/γ}.

采用精确线搜索时，教材给出闭式迭代：

x
(k)
1 = γ

(
γ − 1

γ + 1

)k

, x
(k)
2 =

(
−γ − 1

γ + 1

)k

,

f(x(k)) =

(
γ − 1

γ + 1

)2k

f(x(0)).

当 γ = 1 时一步到达；当 γ � 1 或 γ � 1 时收敛显著变慢。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, quadratic problem in R2 , Figure 9.2
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非二次二维例子
教材考虑

f(x1, x2) = ex1+3x2−0.1 + ex1−3x2−0.1 + e−x1−0.1. (9.20)

回溯线搜索：α = 0.1, β = 0.7。 精确线搜索。

同一起点下，两种方法都近似线性收敛；精确线搜索更快，但每步的一维优化代价也更高。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, equation (9.20), Figures 9.3 and 9.5; trajectories redrawn from the textbook example
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精确与回溯的误差比较

0 5 10 15 20 25 30 35 40

−15

−10

−5

0

5

k

lo
g( f

(x
(k

)
)
−

p
⋆
)

Exact LS
Backtracking LS

对于式 (9.20)：

回溯线搜索约 20 步将误差从 10 降
至 10−7，平均每步乘约 0.4；

精确线搜索约 15 步下降约 10−11，
平均每步乘约 0.2；

半对数图上近似直线，对应近似几
何级数衰减。

判断
精确线搜索减少迭代次数，但实际总耗时
还取决于每次线搜索的计算量。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, Figure 9.4; qualitative reconstruction
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一百维例子与参数影响
教材的 n = 100,m = 500 例子为

f(x) = c⊤x−
m∑
i=1

log(bi − a⊤
i x). (9.21)

收敛现象

回溯：约 175 次迭代下降 106；

精确：约 140 次迭代；

后期比前期慢，反映局部条件数改变。

参数实验
达到 10−5 精度时：

固定 β = 0.5，较大的 α ∈ [0.2, 0.5] 通常更好；

固定 α = 0.1，β ≈ 0.5 表现较好；

参数影响通常在约两倍范围内。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, equation (9.21), Figure 9.6
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坐标缩放会改变梯度法
令 x = T x̄，其中

T = diag(1, γ1/n, γ2/n, . . . , γ(n−1)/n).

则式 (9.21) 变为

f̄(x̄) = c⊤T x̄−
m∑
i=1

log(bi − a⊤
i T x̄). (9.22)

原坐标
x

线性缩放
x = T x̄

改变欧氏几何
Hessian 条件数改变

教材实验中，对角缩放达到 10:1 时迭代次数已超过 103；γ 很大或很小时，迭代数与最优点 Hessian 条件
数呈相似变化。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, equation (9.22), Figures 9.7–9.8
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梯度法的结论

收敛形态
误差通常近似按几何级数下降，
即半对数图上接近直线。

线搜索
精确线搜索常有改善，但相对回
溯的收益通常有限。

主要瓶颈
收敛速度对 Hessian 或次水平集
的条件数十分敏感。

优 势
实现简单，每步只需梯度与线搜索

不 足
中等病态时也可能需要大量迭代

引出一般度量

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.3.2, “Conclusions”
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

05
一般范数下的最速下降



最陡取决于度量
一阶模型为

f(x+ v) ≈ f(x) +∇f(x)⊤v.
若不限制 v 的大小，线性项可任意负。给定任意范数 ‖·‖，定义

∆xnsd = argmin
∥v∥≤1

∇f(x)⊤v. (9.23)

单位球决定允许方向
最优点是单位球在 −∇f(x)方向上的支撑点；不同
范数的单位球不同，因而“最陡”的方向不同。

对偶范数给出最优值

min
∥v∥≤1

∇f(x)⊤v = −‖∇f(x)‖∗.

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4, equation (9.23)
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单位球的支撑点

g

∆xnsd

欧氏单位球

g

∆xnsd

二次范数单位球

两图中的梯度相同；单位球改变后，支撑点及最速下降方向随之改变。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4, Figures 9.9–9.10; qualitative redraw
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最速下降步
将归一化方向按对偶范数缩放：

∆xsd = ‖∇f(x)‖∗∆xnsd. (9.24)

它满足
∇f(x)⊤∆xsd = −‖∇f(x)‖2∗.

Algorithm 9.4

给定 x ∈ dom f，重复：

1. 计算所选范数下的 ∆xsd；

2. 通过精确或回溯线搜索选择 t；

3. 更新 x← x+ t∆xsd；

4. 检查停止准则。

精确线搜索下，方向的正比例缩放不会改变射线，因此归一化与否不影响下一迭代点。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4, equation (9.24), Algorithm 9.4
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欧氏范数与二次范数

欧氏范数
当 ‖v‖ = ‖v‖2 时，

∆xsd = −∇f(x),

即普通梯度下降。

二次范数
对 P ∈ Sn

++，

‖z‖P = (z⊤Pz)1/2, ‖z‖∗ = ‖P−1/2z‖2.

相应最速下降步为

∆xsd = −P−1∇f(x) . (9.25)

∇f

P = I：负梯度

∇f

P 6= I：按曲率缩放

当 P 近似目标函数的局部曲率时，P−1 使高曲率方向步长缩小、低曲率方向步长放大；这就是预条件
（preconditioning）。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.1, equation (9.25)
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坐标变换的解释
令

x̄ = P 1/2x, f̄(x̄) = f(P−1/2x̄).

在新坐标中做欧氏梯度下降：
∆x̄ = −∇f̄(x̄) = −P−1/2∇f(x).

映回原坐标得到
∆x = P−1/2∆x̄ = −P−1∇f(x).

原坐标
狭长次水平集

变换 x̄ = P 1/2x
重新定义长度

新坐标中的
普通梯度法

映回 −P−1∇f

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.1, “Interpretation via change of coordinates”
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ℓ1 范数与坐标下降
设 i满足

‖∇f(x)‖∞ =

∣∣∣∣∂f(x)∂xi

∣∣∣∣ .
则 ℓ1 单位球上的最速下降方向可取

∆xnsd = − sign
(
∂f

∂xi

)
ei,

非归一化步为
∆xsd = −∂f(x)

∂xi
ei.

∇f

−ei

每次只更新梯度绝对值最大的一个坐标，因此线搜索可显
著简化，甚至得到解析更新；这给出采用
Gauss–Southwell 选坐标规则的一种坐标下降法。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.2, Figure 9.10; qualitative redraw

MATH6015 ·无约束优化 一般范数下的最速下降 53 / 104



应用例 7：多特征回归的坐标选择
设一次回归迭代得到三个系数方向上的梯度

∇f(x) =
[
4 −1 2

]⊤
.

欧氏度量

∆x
(2)
nsd = − 1√

21

 4
−1
2

 .
三个回归系数同时变化；方向与坐标系的量纲直接相
关。

问题 若特征的物理量纲不同，直接比较 |∂f/∂xi|是
否公平？ 坐标

|gi|

x1 x2 x3

所有分量共同构成 −∇f。
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应用例 7：多特征回归的坐标选择
设一次回归迭代得到三个系数方向上的梯度

∇f(x) =
[
4 −1 2

]⊤
.

ℓ1 度量

‖∇f‖∞ = 4, ∆x
(1)
nsd =

−10
0

 .
当前只更新第一个系数；随后对该坐标做一维线搜索。

问题 若特征的物理量纲不同，直接比较 |∂f/∂xi|是
否公平？

坐标

|gi|

x1 x2 x3

ℓ1 几何选择最大梯度分量。

自编数值例；与 Lecture 02 的 regression variable selection 对照
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例 9.2：Frobenius范数缩放
教材从矩阵缩放问题出发：

min
d>0

n∑
i,j=1

M2
ij
d2i
d2j
.

作变量代换 xi = 2 log di，等价为

min
x

f(x) = log
(

n∑
i,j=1

M2
ije

xi−xj

)
.

固定其余分量时，
f(x) = log(αk + βke

−xk + γke
xk ),

一维最优解为

xk ←
1

2
log βk

γk
.

ℓ1-最速下降的三步
计算梯度；选择 |(∇f)k| = ‖∇f‖∞；用上式对第 k个坐标做精确线搜索。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.2, Example 9.2
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一般范数下的收敛
任意范数与欧氏范数等价，存在 γ, γ̃ ∈ (0, 1] 使

‖z‖ ≥ γ‖z‖2, ‖z‖∗ ≥ γ̃‖z‖2.

沿最速下降方向有

f(x+ t∆xsd) ≤ f(x)− t‖∇f(x)‖2∗ +
Mt2

2γ2
‖∇f(x)‖2∗. (9.26)

回溯返回 t ≥ min{1, βγ2/M}，因而

f(x+)− p⋆ ≤ c(f(x)− p⋆),

c = 1− 2mαγ̃2 min{1, βγ2/M} < 1.

改变范数不会破坏线性收敛，但会显著改变收敛常数。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.3, equations (9.26)–(9.27)
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如何选择二次度量
若知道最优点 Hessian 的正定近似 Ĥ � 0、Ĥ ≈ ∇2f(x⋆)，取

P = Ĥ

可使变换后最优点附近的 Hessian
Ĥ−1/2∇2f(x⋆)Ĥ−1/2 ≈ I.

匹配的 P：单位球贴合次水平集

失配的 P：变换后更加病态

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.4, choice of norm for steepest descent; qualitative redraw
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P1 与 P2 的路径
对式 (9.20)，教材比较

P1 =

[
2 0
0 8

]
, P2 =

[
8 0
0 2

]
, α = 0.1, β = 0.7.

x(0)

x(1) x(2)

P1：度量与次水平集较匹配。

x(0)

x(1)

x(2)

P2：度量方向失配，路径明显变慢。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.4, Figures 9.11–9.12; reconstruction of textbook example
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变换后的条件数
x(0)

x(1) x(2)

P
1/2
1 x：次水平集更接近圆。

x(0)

x(1)

x(2)

P
1/2
2 x：次水平集更加狭长。

0 5 10 15 20 25 30 35 40

−15

−10

−5

0

5

k

lo
g( f

(x
(k

)
)
−
p
⋆
)

P1

P2

误差曲线显示 P1 快、P2 慢。

预条件的目标
选择 P 的实质，是让变换后的问题具有较温和的条件数；同一目标函数可以因度量不同而表现出完全不同
的迭代速度。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.4.4, Figures 9.13–9.15; reconstruction of textbook example
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

06
Newton 法



Newton步
假设当前位置的 Hessian 满足∇2f(x) � 0。在 x 处用二阶模型近似 f：

f̂(x+ v) = f(x) +∇f(x)⊤v +
1

2
v⊤∇2f(x)v. (9.28)

该模型的极小点满足
∇2f(x)v = −∇f(x),

因此
∆xnt = −∇2f(x)−1∇f(x) .

下降性
当∇2f(x) � 0 且梯度非零时，

∇f(x)⊤∆xnt < 0.

二次函数
若 f 本身是严格凸二次函数，二阶模型精确，完整
Newton 步一步到达最优点。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, equation (9.28)
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应用例 8：逻辑回归的 Newton步
考虑一维带 ℓ2 正则的逻辑回归：

a = (−2,−1, 1, 2), y = (−1,−1, 1, 1), λ = 0.5,

f(w) =

4∑
i=1

log
(
1 + e−yiaiw

)
+
λ

2
w2.

在 w(0) = 0 处，

f(0) = 4 log 2 ≈ 2.773.

由 yiai = (2, 1, 1, 2) 得

f ′(0) = −3, f ′′(0) =
1

4

∑
i

a2i + λ = 3.

因此

∆wnt = −
f ′(0)

f ′′(0)
= 1, f(1) ≈ 1.130.

这一步同时利用全部样本的一阶与二阶信息。

−1 1 2 3

1

3

5

7

f

二阶模型

∆wnt
w

f(w)
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应用例 8：逻辑回归的 Newton步
考虑一维带 ℓ2 正则的逻辑回归：

a = (−2,−1, 1, 2), y = (−1,−1, 1, 1), λ = 0.5,

f(w) =

4∑
i=1

log
(
1 + e−yiaiw

)
+
λ

2
w2.

在 w(0) = 0 处，

f(0) = 4 log 2 ≈ 2.773.

由 yiai = (2, 1, 1, 2) 得

f ′(0) = −3, f ′′(0) =
1

4

∑
i

a2i + λ = 3.

因此

∆wnt = −
f ′(0)

f ′′(0)
= 1, f(1) ≈ 1.130.

这一步同时利用全部样本的一阶与二阶信息。
−1 1 2 3

1

3

5

7

f

二阶模型

∆wnt
w

f(w)

自编数值例；逻辑损失是 Lecture 01B 中 log-sum-exp 的仿射复合
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局部二次模型
以一维函数

f(z) = ez − z

为例，在 x = 1 处

f ′(1) = e− 1, f ′′(1) = e,

Newton 步为

∆xnt = −
e− 1

e
, x+∆xnt =

1

e
.

二次模型在 x处与真实函数具有相同函数
值、斜率和曲率。

1/e x = 1 2

arg min f̂

f

f̂

z

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, Figure 9.16; self-contained quantitative example
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Hessian范数中的最速下降
当∇2f(x) � 0 时，Newton 步也是当前位置 Hessian 范数

‖u‖∇2f(x) =
√

u⊤∇2f(x)u

下的最速下降步。

x

∇f

−∇f

∆xnt/λ(x)

Hessian 在每一步根据局部曲率更新度量。
靠近最优点时，

∇2f(x) ≈ ∇2f(x⋆),

因而该度量接近理想的预条件器。

与 §9.4的联系
二次范数最速下降使用固定 P；Newton 法
使用随位置变化的 P = ∇2f(x)。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, Figure 9.17; qualitative redraw
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线性化最优性条件
将驻点方程∇f(x⋆) = 0 在 x 附近线性化：

∇f(x+ v) ≈ ∇f(x) +∇2f(x)v = 0.

解得 v = ∆xnt。一维时，Newton 更新就是用 f ′ 的切线零点近似真实零点。

对于 f(z) = ez − z，

f ′(z) = ez − 1.

在 x = 1 处的切线为

f ′(1) + f ′′(1)(z − 1),

其零点为 z = 1/e。

1/e x

z

f ′(z)

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, Figure 9.18; self-contained quantitative example
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仿射不变性
设 T ∈ Rn×n 非奇异，f̄(y) = f(Ty)，且 x = Ty。则

∇f̄(y) = T⊤∇f(x), ∇2f̄(y) = T⊤∇2f(x)T.

因此新坐标下的 Newton 步为

∆ynt = −
(
T⊤∇2f(x)T

)−1
T⊤∇f(x)

= T−1∆xnt.

于是
x+∆xnt = T (y +∆ynt) .

线性坐标变换只重新描述同一个 Newton 迭代；这与欧氏梯度法对缩放高度敏感形成鲜明对比。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, “Affine invariance of the Newton step”
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Newton decrement
以下假设∇2f(x) � 0。定义

λ(x) =
√
∇f(x)⊤∇2f(x)−1∇f(x).

它具有三个等价解释：
λ(x)2 = ∆x⊤

nt∇2f(x)∆xnt = −∇f(x)⊤∆xnt, (9.29–9.30)

f(x)−min
y
f̂(y) =

1

2
λ(x)2.

Hessian 范数平方
‖∆xnt‖2H = λ2

一阶预测下降
−∇f⊤∆xnt = λ2

二次模型预测的
最优性差距 λ2/2

相等 × 1/2

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.1, equations (9.29)–(9.30)
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阻尼 Newton法

Algorithm 9.5

假设∇2f 在定义域内正定。给定 x ∈ dom f 与容差 ε > 0，重复：

1. 解 Newton 方程
∇2f(x)∆xnt = −∇f(x), λ2 = −∇f(x)⊤∆xnt;

2. 若 λ2/2 ≤ ε，停止；

3. 用回溯线搜索选择 t；

4. x← x+ t∆xnt。

实现提示
实际计算解线性方程组，不显式形成 Hessian 的逆矩阵。§9.7 将讨论分解与结构利用。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.2, Algorithm 9.5
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经典收敛分析的假设
在初始次水平集 S 上假设

mI � ∇2f(x) �MI,

并增加 Hessian 的 Lipschitz 条件

‖∇2f(x)−∇2f(y)‖2 ≤ L‖x− y‖2, x,y ∈ S. (9.31)

m

最小曲率；保证唯一解与
Hessian 可逆。

M

最大曲率；控制安全步长与模型
上界。

L

曲率随位置变化的速度；衡量二
次模型在局部的可信范围。

二次函数满足 L = 0，其局部二次模型在全局都精确；后续含 1/L的界只讨论 L > 0。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equation (9.31)
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两个收敛阶段
存在 0 < η ≤ m2/L与 γ > 0，使得：

‖∇f(x(k))‖2 ≥ η =⇒ f(x(k+1))− f(x(k)) ≤ −γ, (9.32)

‖∇f(x(k))‖2 < η =⇒ t(k) = 1,
L

2m2
‖∇f(x(k+1))‖2 ≤

(
L

2m2
‖∇f(x(k))‖2

)2

. (9.33)

阻尼阶段：每步至少下降固定量 纯 Newton 阶段：单位步，误差平方
‖∇f‖2 ≈ η

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equations (9.32)–(9.33)

MATH6015 ·无约束优化 Newton法 70 / 104



阻尼阶段的下降量
由 Hessian 上界与 λ2 ≥ m‖∆xnt‖22，

f(x+ t∆xnt) ≤ f(x)− tλ2 +
Mt2

2m
λ2.

参考步长 t̂ = m/M 满足回溯条件，故实际步长

t ≥ βm

M
.

又因
λ2 = ∇f⊤∇2f−1∇f ≥ 1

M
‖∇f‖22,

当 ‖∇f‖2 ≥ η时，
f(x+)− f(x) ≤ −αβη2 m

M2
≡ −γ. (9.38)

阻尼阶段因而最多持续 (f(x(0))− p⋆)/γ 步。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equation (9.38)
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单位步何时被接受
Hessian 的 Lipschitz 性给出沿 Newton 方向的三阶余项上界：

f(x+∆xnt) ≤ f(x)−
1

2
λ(x)2 +

L

6m3/2
λ(x)3. (9.39)

若

‖∇f(x)‖2 ≤ η ≤ 3(1− 2α)
m2

L
,

则三阶项足够小，进而
f(x+∆xnt) ≤ f(x)− αλ(x)2.

回溯因此立即接受 t = 1。此后 Newton 步不再被阻尼，算法进入纯 Newton 阶段。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equation (9.39)
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二次收敛
完整 Newton 步满足

‖∇f(x+)‖2 =

∥∥∥∥∫ 1

0

(
∇2f(x+ s∆xnt)−∇2f(x)

)
∆xnt ds

∥∥∥∥
2

≤ L

2
‖∆xnt‖22 ≤

L

2m2
‖∇f(x)‖22.

令

η = min{1, 3(1− 2α)}m
2

L
,

则一旦 ‖∇f‖2 < η，后续梯度范数近似每步平方。

数值含义
进入局部阶段后，正确数字的位数近似每步翻倍；高精度通常只需再进行少量迭代。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equations (9.33)–(9.35)
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经典复杂度界
阻尼阶段的步数至多

f(x(0))− p⋆

γ
,

二次收敛阶段达到 f(x)− p⋆ ≤ ε还需至多

log2 log2(ε0/ε), ε0 =
2m3

L2
.

总迭代次数界为
f(x(0))− p⋆

γ
+ log2 log2(ε0/ε). (9.36)

代入教材构造的 η, γ 可得

6 +
M2L2/m5

αβmin{1, 9(1− 2α)2}
(
f(x(0))− p⋆

)
. (9.40)

该界证明了收敛，但依赖通常未知且随坐标改变的m,M,L，这正是 §9.6 的动机。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.3, equations (9.36)–(9.40)
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二维 Newton轨迹
对式 (9.20) 使用 Newton 法与回溯线搜索，α = 0.1, β = 0.7。

x(0)

x(1)

x(2)

虚线给出目标函数的次水平集，蓝线给出
Newton 轨迹；每一步的局部二次模型使方
向自动适配当前位置的曲率。

约 5 步达到很高精度；

最后一步将误差从约 10−5 降至 10−10；

局部二次收敛清晰可见。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.4, Figures 9.19–9.20; reconstruction of textbook example
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一百维 Newton例子
教材对式 (9.21) 的 n = 100 问题比较回溯与精确线搜索。

2 4 6 8

−15

−10

−5

5

迭代 k

lo
g 1

0
(f

(x
(k

)
)
−
p
⋆
)

回溯线搜索
精确线搜索

回溯约 8 步达到高精度；

精确线搜索只快约 1 步；

回溯线搜索前两步各回退一次，之
后均接受 t = 1；

教材建议常用 α = 0.01, β = 0.5。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.4, Figures 9.21–9.22; qualitative redraw of the reported behavior

MATH6015 ·无约束优化 Newton法 76 / 104



一万维 Newton例子
教材进一步考虑 n = 10000,m = 100000 的稀疏问题

min
x
−

n∑
i=1

log(1− x2i )−
m∑
i=1

log(bi − a⊤
i x).

其定义域由 |xi| < 1 (i = 1, . . . , n) 与 a⊤
j x < bj (j = 1, . . . ,m) 给出。

5 10 15 20

10−12

10−7

10−2

103

迭代 k

f(x(k))− p⋆ 约 13 步阻尼/近线性阶段；

再用 4–5 步达到极高精度；

变量维数大幅增加，迭代次数只温和
变化；

每步代价则取决于稀疏线性代数。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.4, Figure 9.23; qualitative redraw from the reported iteration behavior
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仿射缩放实验
对式 (9.22) 的缩放族，γ 使梯度法的条件数与迭代次数剧烈变化。Newton 法使用

α = 0.01, β = 0.5,

在
10−10 ≤ γ ≤ 1010

的整个范围内均用 9 次迭代求解到更高精度。

精确算术
Newton步、decrement、线搜索和停止准则都保
持仿射不变。

有限精度
坐标缩放仍会影响线性方程求解的数值稳定性；
它对 Newton 法主要是线性代数问题。

缩放前：欧氏梯度受长轴影响

T−1

缩放后：几何接近各向同性

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.4, “Affine invariance of Newton’s method”
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Newton法的取舍

优势

通常收敛快，局部二次收敛；

仿射不变，对坐标缩放不敏感；

在教材的结构化实例中，迭代次数随维数增
长较温和；

对线搜索参数不太敏感。

主要代价

形成并存储 Hessian；

求解∇2f ∆x = −∇f；
大规模问题必须利用带状、稀疏或低秩结构。

经典分析仍依赖未知的m,M,L。自协调性将给出与 Newton 法一样仿射不变、且不含未知曲率常数的分
析。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, §9.5.4, “Summary”
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

07
自协调函数



自协调性
在 Newton法的通常分析中，收敛界依赖强凸常数及
Hessian 的 Lipschitz 常数；这些常数往往未知，且会随坐
标缩放而改变。

自协调性（self-concordance）以三阶导数和二阶导数的
相对关系刻画函数的局部形状。它带来：

仿射坐标变化下不变的 Newton decrement；

不含未知曲率常数的停止准则与迭代复杂度；

对数障碍（log barrier）和 − log det 的统一分析。

x

f(x)

x = 0：定义域边界

靠近边界时
曲率自然增大

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6
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一维定义
定义在开区间 dom f ⊆ R 上的凸三次连续可微函数 f : dom f → R 称为自协调，若对所有 x ∈ dom f，

|f ′′′(x)| ≤ 2
(
f ′′(x)

)3/2
. (9.41)

它不是单纯限制 |f ′′′|的大小，而是以局部曲率 f ′′ 为
尺度。

常数 2 是规范化选择：若 k > 0 且 |f ′′′| ≤ k(f ′′)3/2，
则 (k2/4)f 满足标准形式；k = 0 时已满足标准式。

线性与凸二次函数的三阶导数为零，因此自协调。

x

− logx

− log x

x = 0
定义域边界

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.1, equation (9.41)
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沿每一条直线检验
对定义在开凸域 dom f ⊆ Rn 上的凸三次连续可微函数 f : dom f → R，要求对每个 x ∈ dom f 和方向 v，
一维限制

f̃(t) = f(x+ tv)
在 {t | x+ tv ∈ dom f}上都满足 (9.41)。因此定义本身不依赖于坐标轴的选择。

以一维仿射变化 g(t) = f(at+ b) 为例，

g′′(t) = a2f ′′(at+ b), g′′′(t) = a3f ′′′(at+ b).

自协调不等式两边都乘以 |a|3，故保持不变。这是仿射
不变性（affine invariance）。

x

v

t 7→ x + tv

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.1
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例 9.3：两个基本一维函数

负对数（negative logarithm）

f(x) = − logx, f ′′(x) = x−2,

f ′′′(x) = −2x−3.

故
|f ′′′(x)|

2(f ′′(x))3/2
= 1.

不等式恰好取等；这正是障碍函数在边界附近急剧
上升的定量描述。

负熵加负对数

f(x) = x logx− logx,

f ′′(x) =
x+ 1

x2
, f ′′′(x) = −x+ 2

x3
.

比值为
x+ 2

2(x+ 1)3/2
≤ 1 (x > 0),

其上确界为 1，并在 x→ 0+ 时趋近。

Boyd & Vandenberghe, Example 9.3
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自协调函数的演算规则

1. 若 f 自协调，且 a ≥ 1，则 af 自协调；

2. 若 f1, f2 自协调，则 f1 + f2 自协调；

3. 若 f 自协调，则 x 7→ f(Ax+ b) 自协调。

前两条使许多可加的障碍项可直接组合；第三条将一维 − log 推
广到线性不等式和矩阵值仿射映射。

− log s

s = bi − aTi x

− log(bi − aTi x)

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.2
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例 9.4–9.6：障碍函数的来源

线性不等式

−
m∑
i=1

log(bi − aTi x), aTi x < bi.

每一项由 − log 与仿射函数复合而
来。

正定矩阵锥

f(X) = − log detX, X � 0.

沿X + tV 对角化后，成为∑
i− log(1 + tλi)。

凹二次式的对数

q(x) = xTPx+ qTx+ r,

f(x) = − log q(x).

P ∈ −Sn
+，定义域为 q(x) > 0；

一维限制可分解为两个负对数项
之和。

{x | aTi x < bi, i = 1, . . . ,m}

边界

Boyd & Vandenberghe, Examples 9.4–9.6
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例 9.7：与对数复合的规则
若凸函数 g : R++ → R 满足

|g′′′(x)| ≤ 3g′′(x)

x
,

则
f(x) = − log(−g(x))− logx

在 {x > 0 | g(x) < 0}上自协调。

教材给出满足条件的 g：

− xp (0 < p ≤ 1), − logx, x logx,

xp (−1 ≤ p ≤ 0),
(ax+ b)2

x
.

再加任意凸二次函数 ax2 + bx+ c（a ≥ 0）仍保留该条件。

x

g(x)

g(x) < 0

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.2 and Example 9.7
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例 9.8：常见约束的障碍
复合规则可识别出下列自协调障碍：

二阶锥

f(x, y) = − log(y2 − xTx),

||x||2 < y.

||x||2 < y

幂锥式约束

f(x, y) = −2 log y

− log(y2/p − x2),
|x|p < y, p ≥ 1.

非线性边界也可由同一规则处理。

指数锥式约束

f(x, y) = − log y
− log(log y − x),

ex < y.

x

y

Boyd & Vandenberghe, Example 9.8
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应用例 9：生产计划的障碍路径
回到 Lecture 01C的生产计划：收益为 3u+ 2v，约束为 2u+ v ≤ 8、u+ 2v ≤ 8、u, v ≥ 0。对 t > 0构造
无约束子问题

Ft(u, v) = − t(3u+ 2v)− logu− log v
− log(8− 2u− v)− log(8− u− 2v).

定义域是原问题的严格可行域。− log 障碍之和是
自协调函数，线性收益项不改变二阶与三阶导数。

t = 1：xt ≈ (2.7529, 1.7734)。
t = 3：xt ≈ (2.7848, 2.1858)。
t = 10, 30 时依次为 (2.7129, 2.4997)、
(2.6830, 2.6092)，逐步逼近

x⋆ = (8/3, 8/3).

u

v

严格可行域

t = 1

3

10
30
x⋆
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3

10
30
x⋆

自编数值例；延续 Lecture 01C 的 production planning
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局部范数与 Newton decrement
对严格凸自协调函数 f，在 x 处以 Hessian 定义局部范数

||v||x =
(
vT∇2f(x)v

)1/2
, λ(x) =

(
gT∇2f(x)−1g

)1/2
, g = ∇f(x).

Newton decrement 同时满足（v 6= 0）
−vT g

||v||x
≤ λ(x),

非驻点时，在 v = ∆xnt 时取等号。

它是最陡下降的一阶收益，以当前位置的曲率度量；仿射变
量代换下数值不变。

x

∆xnt/λ(x)

||v||x ≤ 1

Dikin 椭球

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.3, equation (9.44)
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局部曲率不会突变
对一维严格凸自协调函数，自协调条件等价地给出∣∣∣∣ ddt(f ′′(t)

)−1/2

∣∣∣∣ ≤ 1. (9.45)

若 t ≥ 0 且 [0, t] ⊆ dom f，则下界成立；当另有 t < (f ′′(0))−1/2 时，上界也成立：

f ′′(0)(
1 + t

√
f ′′(0)

)2 ≤ f ′′(t) ≤ f ′′(0)(
1− t

√
f ′′(0)

)2 . (9.46)

这组界解释了局部范数的作用：只要移动距离相对于(
f ′′(0)

)−1/2 足够小，二阶曲率可被显式控制。

在多维情形，沿 t 7→ x+ tv 应用同一结论；不需要预先知
道全局强凸常数。

t

f ′′(t)

下界

上界

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.3, equations (9.45)–(9.46)
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以 decrement控制最优性间隙
对严格凸自协调函数，若 λ(x) < 1，则

p⋆ ≥ f(x) + λ(x) + log(1− λ(x)). (9.49)

当 λ(x) ≤ 0.68 时，
f(x)− p⋆ ≤ λ(x)2. (9.50)

因此以 λ(x)2 ≤ ϵ为停止准则（ϵ < 0.682），可直接保证 ϵ-次优。

二次模型给出的估计为 λ2/2；自协调性说明，将它乘以 2
已是严格的上界。

λ

−λ − log(1 − λ)

λ2

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.3, equations (9.49)–(9.50)
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自协调 Newton法的两阶段行为
设 f 严格凸、自协调且有下界，初始次水平集闭合；采用 0 < α < 1/2, 0 < β < 1 的 backtracking line
search。存在只依赖 α, β 的 η ∈ (0, 1/4] 与 γ > 0，使得：

阻尼阶段（damped phase）

若 λ(x(k)) > η，则

f(x(k+1))− f(x(k)) ≤ −γ.

每一步有固定的函数值下降。

全步阶段（full-step phase）

若 λ(x(k)) ≤ η，线搜索接受 t = 1，且

2λ(x(k+1)) ≤
(
2λ(x(k))

)2
.

decrement 呈二次收敛。

迭代 k

f − p⋆
每步至少下降 γ

二次收敛

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.4, equations (9.51)–(9.52)
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显式复杂度与数值表现
在上一页的假设下，阻尼阶段最多需要

f(x(0))− p⋆

γ

步；进入全步阶段后，再经过 log2 log2(1/ϵ) 步即可保证 f(x)− p⋆ ≤ ϵ。

对线性不等式的 log barrier，教材实验采用
α = 0.1, β = 0.8, ϵ = 10−10；理论上界可写为

375
(
f(x(0))− p⋆

)
+ 6.

该界偏保守，但不含未知曲率常数。

f(x(0))− p⋆

迭代数

理论上界

实际迭代数

Boyd & Vandenberghe, Section 9.6.4–9.6.5, equations (9.53)–(9.58), Figure 9.25（定性重绘）
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MATH6015 / CONVEX OPTIMIZATION

08
实现



线搜索的预计算
线搜索反复评价同一条射线上的函数

f̃(t) = f(x+ t∆x), t ≥ 0.

若每个 t都重新形成 x+ t∆x 并调用完整的 f，会重复大量计算。目标是先提取与 t无关的量，再以低成
本评价 f̃(t) 及其导数。

x, ∆x 预计算
与 t无关的量

多个 t的
快速评价

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.1
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仿射复合：把矩阵乘法移出循环
若 f(x) = ϕ(Ax+ b)，A ∈ Rp×n，则

A(x+ t∆x) + b = (Ax+ b) + t(A∆x).

对 k个候选步长：

直接计算：约 2kpn flops；

先计算 Ax+ b、A∆x：约 4pn+ 2kp flops。

当 k不小且 n大时，后者避免了 k次高维矩阵乘法。

Ax + b A∆x

(Ax + b) + t(A∆x)

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.1
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LMI解析中心的线搜索
设 f(x) = − log detF (x)，令 A = F (x) � 0、B =

∑
i ∆xiFi。沿 Newton 方向：

f̃(t) = − log det(A+ tB) = − log detA−
p∑

i=1

log(1 + tλi), (9.59)

其中 λi 是 L−1BL−T 的特征值，A = LLT；候选步长还须满足 A+ tB � 0，等价于 1+ tλi > 0（所有 i）。

预计算之后，每次函数或导数评价仅需 O(p)：

f̃ ′(t) = −
p∑

i=1

λi

1 + tλi
.

总成本由直接法 knp2 + 1
3
kp3 降为

2np2 + 11
3
p3 + 4kp.

A = LLT

L−1BL−T

λ1, . . . , λp

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.1, equation (9.59)
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Newton步的线性代数
形成H = ∇2f(x)、g = ∇f(x) 后，Newton system 为

H∆xnt = −g.

对正定H，用 Cholesky 分解H = LLT：

Lw = −g, LT∆xnt = w, λ2 = ||w||22 = −∆xT
ntg.

若 Hessian 是稠密且无结构的，Newton 步总成本约为

F + 1
3
n3 flops,

其中 F 是形成H 和 g 的成本；Cholesky 分解通常主导。

H = LLT

Lw = −g
forward solve

LT∆x = w
backward solve

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.2
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应用例 10：输入设计的 Newton system

Lecture 02 的最优输入设计取 N = 200，令H 为卷积矩阵、D为一阶差分矩阵：

f(u) =
‖Hu− ydes‖22

N + 1
+

0.3

N
‖Du‖22 +

0.05

N + 1
‖u‖22.

该模型是严格凸二次问题；这里追踪 Hessian 中每
一项的来源。

其 Hessian 为

∇2f =
2

N + 1
H⊤H +

0.6

N
D⊤D +

0.1

N + 1
I � 0.

目标是严格凸二次函数，因此完整 Newton 步一次
求得最优输入；实际成本由这个线性系统的结构决
定。

跟 踪 项
2

N+1H
⊤H Toeplitz / convolution

平 滑 项
0.6
N D⊤D banded

幅 度 项
0.1

N+1 I diagonal

Newton system
∇2f ∆u = −∇f

+

+
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0.6
N D⊤D banded

幅 度 项
0.1

N+1 I diagonal
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∇2f ∆u = −∇f

+

+

自编推导；沿用 Lecture 02, Boyd & Vandenberghe, Example 6.3
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带状 Hessian
若Hij = 0（当 |i− j| > k），Hessian 的半带宽为 k。带状 Cholesky 与三角求解的总成本为

F + nk2 (k � n),

而稠密算法为 F + 1
3
n3。

这种结构意味着变量 xi 在目标函数中只和附近的
2k + 1 个变量发生非线性耦合。它常见于按时间、空间
或链式索引排列的模型。

2k + 1

三对角结构：半带宽 k = 1

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.2
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例 9.9：链式耦合产生三对角结构
设每个 ψi : R2 → R 凸且二阶可微，并考虑

f(x) = ψ1(x1, x2) + ψ2(x2, x3) + · · ·+ ψn−1(xn−1, xn).

每一项只耦合相邻两个变量，所以∇2f(x) 是三对角矩阵。图结构和 Hessian 非零模式一一对应：

x1 x2 x3 x4 x5

仅相邻变量相互作用

带宽恒为 1；在形成 Hessian 亦为 O(n) 且当前 Hessian 正定（或经正则化）的前提下，带状 Cholesky 求
解 Newton system 的工作量随 n线性增长，而非 O(n3)。

Boyd & Vandenberghe, Example 9.9
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稀疏与低秩结构

稀疏 Hessian

可预先选择置换 P，使

H = PLLTPT

的 Cholesky 因子更稀疏。该符号分解只做一次；
每步只更新数值分解。

对角加低秩
若D = diag(ψ′′

i (xi)) � 0、
H0 = ∇2ψ0(Ax+ b) = L0L

T
0 � 0，且

f(x) =

n∑
i=1

ψi(xi) + ψ0(Ax+ b),

则H = D +ATH0A。当 A ∈ Rp×n 且 p� n时，
可将 Newton system 化为一个 p× p系统：

(I + LT
0 AD

−1ATL0)w = −LT
0 AD

−1g. (9.61)

随后以 ∆x = −D−1(ATL0w + g) 恢复 Newton
步；成本约为 2p2n，避免 n× n稠密分解。

D
diagonal

A ∈ Rp×n

p� n

p× p
reduced system

Boyd & Vandenberghe, Section 9.7.2, equation (9.61)
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第 9章的结构

方向与度量

梯度法使用欧氏几何；

最速下降法显式选择范数；

Newton 法以 Hessian 作为局部度量。

步长与收敛
精确线搜索给出基准；回溯线搜索只需函数值。条
件数决定一阶法的线性收敛速度，Newton 法靠近
最优点后进入二次收敛阶段。

分析工具
强凸性与 Hessian 的 Lipschitz 条件给出经典分析；
自协调性用局部曲率给出仿射不变的停止准则与复
杂度界。

计算结构
一次迭代的价值同时取决于迭代次数和单步成本。
预计算、Cholesky分解以及带状、稀疏、低秩结构
决定 Newton 法能否扩展到大规模问题。

Boyd & Vandenberghe, Convex Optimization, Chapter 9, §§9.1–9.7
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